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Niniejszy	 podręcznik	 jest	 adresowany	 do	 studentów	 nauk	 ścisłych,	 przede	
wszystkim	studiujących	na	kierunku	matematyka,	oraz	do	osób	przygotowują‐
cych	 się	 do	 egzaminu	 dla	 aktuariuszy.	 Zawiera	 przegląd	 najczęściej	 stosowa‐
nych	modeli	matematyki	finansowej,	w	których	używa	się	zmiennych	bądź	pro‐
cesów	 losowych.	 Oczywiście	 w	 siedmiu	 rozdziałach	 nie	 można	 przedstawić	
całego	bogactwa	i	różnorodności	tych	zagadnień,	toteż	zachęcam	do	sięgnięcia	
po	literaturę	fachową,	której	spis	zamieszczam	na	końcu.	
W	 celu	 zrozumienia	 treści	 książki	 czytelnik	 powinien	 znać	 rachunek	 róż‐
niczkowy	funkcji	jednej	i	dwóch	zmiennych,	podstawy	algebry	liniowej,	metod	





nych	w	publikacji.	W	 rozdziale	 trzecim	można	 zapoznać	 się	 z	 podstawowymi	
własnościami	 modeli	 deterministycznych	 matematyki	 finansowej.	 Następne	
rozdziały	poświęcone	są	modelom	losowym,	czyli	stochastycznym;	w	rozdziale	
czwartym	modele	te	dotyczą	przewidywania	wartości	lokat,	w	piątym	–	analizy	
portfeli.	 Rozdział	 szósty	 zawiera	 opis	 metod	 stosowanych	 przy	 dyskretnym	
modelu	 czasu,	 a	 siódmy	 przy	 ciągłym	modelu.	 Każdy	 rozdział,	 poczynając	 od	
drugiego,	 a	 skończywszy	 na	 siódmym,	 składa	 się	 z	 dwóch	 części.	 Pierwszą		
z	 nich	 stanowi	 skrócony	 opis	 teorii	 i	 jej	 zastosowanie	 do	 zadań	 podanych		
w	 formie	 rozwiązanych	 przykładów	 opatrzonych	 komentarzami.	 Część	 drugą	
tworzą	 zadania	 przeznaczone	 do	 samodzielnego	 rozwiązania.	 Zamieszczone		
w	niej	odpowiedzi	i	wskazówki	do	zadań	mogą	służyć	do	sprawdzenia	popraw‐
ności	 rozwiązań.	W	 celu	 ułatwienia	 odszukiwania	 potrzebnej	 teorii	 kolejność	
zadań	odpowiada	kolejności	omawianych	w	rozdziale	zagadnień.	
Zadania	 i	 przykłady	 ilustrujące	 teorię	 zostały	 wybrane	 nieprzypadkowo.	
Większość	z	nich	stanowią	zadania	z	egzaminu	dla	aktuariuszy	z	lat	2000–2013	
z	 działu	matematyka	 finansowa.	 Oprócz	wspomnianego	 działu	 egzamin	 obej‐
muje	także	zadania	z	matematyki	ubezpieczeń	życiowych	i	ubezpieczeń	mająt‐


























skiej	 został	 zaproponowany	 przez	 Louisa	 Bacheliera	 w	 pracy	 doktorskiej	
zatytułowanej	Théorie	de	 la	spéculation,	obronionej	29	marca	1900	roku.	Było	












nym.	 Dzisiaj	 zastosowany	 przez	 niego	 model	 nazywamy	 arytmetycznym	 ru‐
chem	Browna.	Mankamenty	tego	modelu	poprawili,	w	latach	1955–1959,	Paul	
Samuelson	 i	Matthew	 Osborne,	 wprowadzając	 tak	 zwany	 geometryczny	 ruch	
Browna.	 Założono	w	 nim,	 że	 to	 logarytmy	 cen	mają	 rozkłady	 normalne.	 Paul	
Samuelson	został	laureatem	Nagrody	Nobla	w	dziedzinie	nauk	ekonomicznych	
w	1970	roku.	
W	 1963	 roku	 Benoit	 Mandelbrot,	 badacz	 fraktali,	 zaproponował	 model,		
w	którym	przyrosty	cen	miały	niezależne	i	identyczne	rozkłady	z	klasy	tak	zwa‐
nych	 rozkładów	stabilnych,	opisanych	przez	Paula	Levy’ego	około	1920	 roku.	








zmiennych	 losowych	 o	wybranym	 rozkładzie	 stabilnym	mają	 też	 ten	 rozkład		
(z	dokładnością	do	stałej).	
W	 latach	 pięćdziesiątych	 dwudziestego	 wieku	 Harry	 Markowitz	 zapropo‐
nował	zastosowanie	statystycznego	kryterium	oczekiwanej	stopy	zwrotu	oraz	










jawia	 się	 więcej	 informacji	 niż	 przeciętnie,	 a	 wtedy	 giełda	 reaguje	 większą	
zmiennością.	 Zatem	proces	 logarytmów	 cen	 giełdowych	powinno	 się	modelo‐
wać	za	pomocą	ruchu	Browna,	ale	względem	upływu	czasu	zmodyfikowanego	
przez	pewien	proces	kierujący.	
Fischer	 Black	 i	 Myron	 Scholes,	 w	 1973	 roku,	 wykorzystali	 proces	 ruchu	
Browna	do	opisu	rynku	finansowego	w	postaci	dwóch	równań:	deterministycz‐












nich	 zalicza	 się	 proces	 ruchomej	 średniej	 (moving	average	 –	MA)	 oraz	model	




W	 procesach	 nieliniowych	 błędy	 losowe	 (czyli	 „biały	 szum”)	 mnoży	 się,		
w	przeciwieństwie	do	procesów	liniowych,	w	których	się	je	dodaje.	Pierwszym,	
który	 do	 opisu	 zmienności	 charakteryzującej	 ceny	 giełdowe	 zastosował	 tego	








stic	 model).	 Model	 TARCH	 (Treshold	 ARCH	 –	 model	 progowy	 ARCH)	 został	
wprowadzony	 przez	 Howella	 Tonga	 w	 1990	 roku.	 Obecnie	 do	 modeli	 typu	
GARCH	stosuje	 się	 funkcje	 łącznikowe	Abe	Sklara,	 a	przykłady	znaleźć	można		
w	książce	Ryszarda	Domana	z	2011	roku.	










prawdopodobieństwem,	 szerokie	 spektrum	cen	w	okresach	 rzędu	3–5	 lat.	 Już		
w	 latach	sześćdziesiątych	dwudziestego	wieku	Eugene	Fama	wykazał,	że	ceny	
akcji	 są	 trudne	 do	 przewidzenia	w	 krótkim	 okresie,	 choćby	 dlatego,	 że	 nowe	





jów	 aktywów,	 nie	 tylko	 akcji	 i	 obligacji.	 Trzeci	 z	 laureatów	 –	 Lars	 Hansen	
opracował	statystyczną	metodę,	która	dobrze	 testuje	sposoby	racjonalnej	wy‐
ceny	aktywów	oraz	 zauważył,	 że	 teorie	Famy	 i	 Shillera	dobrze	wyjaśniają	 za‐
gadnienia	wyceny	aktywów	[18].	
Szczegółowy	 wykaz	 literatury	 dotyczącej	 historii	 matematyki	 finansowej	









Ze	 względu	 na	 przyjęty	 sposób	 postrzegania	 czasu	 wyróżnia	 się	 modele		







Załóżmy,	 że	wystrzelona	 z	 łuku	 strzała	pokonała	określony	odcinek	drogi	
do	tarczy.	W	momencie	wystrzelenia	znajdowała	się	na	początku	tej	trasy,	a	po	
















tek	 wymaga	 dotrzymania	 ustalonego	 okresu,	 to	 zakładamy,	 że	 kapitalizacja	
















W	 przypadku	 instrumentów	 finansowych	 o	 ustalonym	 z	 góry	 momencie	
wygaśnięcia	 (takich	 jak	na	przykład	obligacje,	opcje)	zakłada	się,	 że	 rozpatry‐
wany	model	ma	skończony	horyzont	czasowy	T*,	czyli	zaprzestajemy	obser‐
wacji	procesu	w	pewnej	ustalonej	chwili	T*	 i	nie	rozważamy	późniejszych	mo‐











nek	 pieniężny,	 rynek	 kapitałowy,	 rynek	 walutowy	 i	 rynek	 instrumentów	 po‐
chodnych	 (derywatów).	 Uczestnikami	 rynku	 są	 inwestorzy	 indywidualni	 lub	
instytucjonalni	(banki,	fundusze)	oraz	maklerzy/brokerzy	pracujący	w	domach	
maklerskich.	
W	węższym	 znaczeniu	 rynek	 kapitałowy	 utożsamiany	 jest	 jedynie	 z	 ryn‐
kiem	 papierów	wartościowych,	 który	 dzieli	 się	 na	 rynek	 pierwotny	 (obrót	






stopy	 zwrotu	 z	 instrumentów	 finansowych.	 Do	 ich	 określenia	 niezbędne	 są	
metody	 wyceny,	 czyli	 określenia	 teraźniejszej	 wartości	 instrumentu.	 Temu	
celowi	służą	stochastyczne	modele	wyceny.	
Zachowanie	 się	 inwestorów	 na	 rynku	 kapitałowym	wyjaśniają	 teorie	ma‐
kroekonomiczne	zwane	modelami	równowagi	rynku	kapitałowego.	Do	nich	
należy	 między	 innymi	 teoria	 portfela	 i	 teoria	 arbitrażu.	 Modele	 te	 wskazują,	
jaka	powinna	być	stopa	zwrotu	(lub	równoważnie	cena)	 instrumentu	finanso‐
wego	w	warunkach	równowagi	rynkowej.	
Podstawową	 obserwowaną	 wielkością	 na	 rynku	 finansowym	 jest	 jedno‐
okresowa	stopa	zwrotu	R	z	instrumentu	finansowego.	Oznaczenie	pochodzi	od	































można	 rozważać	 stopę	 zwrotu	 dla	 okresu	 od	 ti–1	 do	 ti,	 gdy	 ciąg	 rosnący	 liczb	
rzeczywistych	(ti)	z	t0	=	0	określa	podział	osi	czasu	na	kolejne	okresy.	W	mode‐




































(gdzie	wszystkie	współczynniki	 ϵ 0, 1 	oraz	 ⋯  1),	 jest	śred‐
nią	ważoną	 stóp	 zwrotu	 	 dla	 poszczególnych	walorów	 i	 ( ϵ 1, 2, …	, ),	
czyli	
∑  · .	
2.2.	Charakterystyka	danych	na	rynku	finansowym	
Dane	 finansowe,	w	odróżnieniu	od	 innych	 rodzajów	danych	 (biometrycznych,	
technicznych,	środowiskowych	itp.),	charakteryzują	się	następującymi	cechami:	
asymetrią,	 „grubymi”	 ogonami,	 częstym	 brakiem	 korelacji	 cząstkowej	 oraz	
zmieniającymi	się	skupieniami	wartości	[10].	
Przykład	2.2.1.	Rozważmy	przykładowe	ceny	w	chwili	zamknięcia	dziennych	
sesji	 giełdy	pewnego	 instrumentu	 finansowego,	 którego	 cena	w	 chwili	 rozpo‐
częcia	obserwacji	wynosi	1	i	po	21	okresach	(dniach)	wzrosła	prawie	do	2.	
Szczegółowe	wyniki	są	następujące:	
1	 1,0512	 1,092	 1,1236	 1,1548	 1,1873	 1,2091	 1,2258	
1,2316	 1,2414	 1,285	 1,3433	 1,4045	 1,4793	 1,5408	 1,6009	



































dla	 którego	 sporządzono	 słupek.	 Można	 zauważyć,	 że	 wykres	 dość	 znacz‐	
nie	 odbiega	 od	 krzywej	 gęstości	 rozkładu	 normalnego,	 naszkicowanej	 linią		
ciągłą.	Rozkład	stóp	zwrotu	charakteryzuje	się	„grubymi”	ogonami,	 tzn.	war‐
tości	skrajne	pojawiają	się	częściej,	niż	gdyby	dane	podlegały	rozkładowi	nor‐












możliwą	 wartością,	 jaką	 może	 przyjąć	 stopa	 zysku,	 jest	 –1	 (–100%),	 więc	
uwzględniać	należy	rozkłady	obcięte.	
Asymetria	 danych	 finansowych	 polega	 na	 tym,	 że	 ekstremalne	 ujemne	
wartości	 zdarzają	 się	 częściej	 niż	 bardzo	 duże	 wartości	 dodatnie.	 Ta	 ujemna	
skośność,	widoczna	na	histogramach,	sugeruje,	że	to	nie	dane	podlegają	rozkła‐







W	 celu	 zbadania	 zależności	 pojawiania	 się	 poszczególnych	 wartości	 spo‐
rządzimy	wykresy	wartości	współczynnika	autokorelacji	dla	danych	z	przykła‐
du	2.2.1.	Współczynnik	 autokorelacji	 jest	 odpowiednikiem	współczynnika	ko‐






Definicja	 2.2.1.	 Współczynnikiem	 autokorelacji	 próbkowej	 dla	 dwóch	
ciągów	obserwacji	długości	k	 , … , 	oraz	 	 	 , … , 	 	 	(z	opóźnieniem	l),	
wybranych	 z	 ciągu	 (xi)	wyników	obserwacji	 procesu	 losowego2	X,	 nazywać	
będziemy	wyrażenie		
∑ ̅ 	·	 ̅
∑ ̅
	,	



































sza	 wartość	 bezwzględna	 współczynnika,	 tym	wyższy	 słupek).	Współczynnik	
autokorelacji	 przyjmuje	 wartości	 z	 przedziału	 [–1,	 1].	 Im	 jego	 wartość	 bez‐




Na	 rycinie	 2.2.5	 przedstawiono	 wartości	 współczynników	 autokorelacji		
w	postaci	słupków	dla	opóźnień	od	1	do	10	oraz	przedziały	ufności	(granice),	
wewnątrz	 których	 znalazłyby	 się	 słupki,	 gdyby	 obserwowany	 proces	 był	 bia‐
łym	szumem	(ciągiem	niezależnych	zmiennych	losowych	o	rozkładach	normal‐
nych	 N(0,	 2)).	 Można	 zauważyć	 silną	 dodatnią	 zależność	 liniową	 pomiędzy	
stopami	zwrotu	z	bliskich	sobie	momentów	czasowych	(opóźnienia	od	1	do	5)	
oraz	pojawiające	się	zależności	ujemne	dla	opóźnień	począwszy	od	8	(bo	wtedy	
spada	 tempo	 wzrostu	 stóp	 zwrotu,	 które	 początkowo	 rosło	 silniej).	 Dlatego	
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Duże	wartości	współczynników	 autokorelacji	mogą	wynikać	 z	 rozmaitych	
przyczyn.	Trzeba	sprawdzić,	czy	badany	proces	losowy	nie	jest	procesem	auto‐






pomiędzy	 wartościami	 oczekiwanymi	 lub	 wariancjami	 zmiennych	 losowych	
tworzących	rozpatrywany	proces.	
Poza	 danymi	 o	 dużej	 częstotliwości	 (na	 przykład	 notowania	 dzienne		
z	przykł.	2.2.1)	 testy	zwykle	nie	wykazują	 istotnej	korelacji	cząstkowej.	 Jed‐
nak	korelacja	między	stopami	zwrotu	wzrasta	podczas	okresów	o	dużej	zmien‐
ności	 (krachów).	 Pojawiające	 się	 wówczas	 ekstremalne	 dodatnie	 lub	 ekstre‐
malne	 ujemne	 wartości	 zwykle	 utrzymują	 się	 przez	 dłuższy	 czas	 (w	 przykł.	
2.2.1	stale	utrzymuje	się	rosnący	trend	cen	notowań).	Czas	ten	 jest	potrzebny	
na	 to,	 aby	 rynek	 finansowy	wytrącony	 ze	 stanu	 równowagi	 ustabilizował	 się		
w	nowym	jej	punkcie.	
Powyższe	cechy	danych	finansowych	spowodowały	poszukiwania	nowych,	














Tydzień	 1	 2	 3 4 5 6 7 8 9	 10	
Kurs	akcji	 135,0	 142,0	 158,0 154,0 175,0 169,0 173,0 188,0 187,0	 198,0	
Dywidenda	 7,5	 6,2	 2,1 3,3 5,8 3,4 5,6 4,5 4,7	 8,9	
3.	Dane	 są	 notowania	 dzienne	 akcji	 pewnej	 spółki.	 Sporządzić	 histogram	 dla	 tych	 da‐
nych,	 zakładając,	 że	 przedziały	 klasowe	 są	 prawostronnie	 domknięte,	mają	 długość	
1%,	a	środek	pierwszego	z	nich	leży	w	punkcie	2,5.	Wykonać	wykres	dziennych	no‐
towań,	logarytmów	notowań	oraz	stóp	zwrotu.	 	
	 3,3	 4,6	 2,2	 3,0	 4,1	 5,1	 6,2	 7,3	 8,2
	 9,1	 2,6	 3,2	 4,4	 5,3	 2,3	 3,1	 4,2	 5,2
	 6,1	 7,5	 2,8	 3,3	 4,5	 5,8	 2,4	 3,2	 4,3
	 5,3	 6,7	 2,2	 3,1	 4,2	 5,2	 6,0	 7,3	 8,7
	 3,7	 4,8	 2,9	 3,3	 4,6	 5,7	 3,5	 4,7	 2,5
	 3,2	 4,5	 5,7	 3,9	 4,9	 3,8	 3,7	 3,6	 3,6
	 3,5	 3,7	 4,9	 2,7	
Odpowiedzi	
1.	R1	=	1200	zł,	R2	=	1500	zł,	R3	=	1440	zł.		







































Do	 porównania	 inwestycji	 o	 różnym	 kapitale	 początkowym	 służy	 funkcja	
akumulacji	 kapitału,	 wyrażająca	 zmianę	 wartości	 w	 czasie	 jednostki	 zainwe‐
stowanego	kapitału.	
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||











Rozwiązanie. 	 Funkcja	 akumulacji	 kapitału	 pana	 A	 po	 roku	 wyniosła	
1 1,12,	natomiast	pana	B	po	dwóch	 latach	wyniosła	 1 	
1,2.	Jednostka	kapitału	zainwestowana	przez	pana	A	zwiększyła	w	ciągu	roku	
wartość	 o	 0,12,	 czyli	 względny	 przyrost	 jednostki	 kapitału	 był	 równy	
	 	















dla	wszystkich	 ∈ 0,min : 0 ,	gdzie	 	jest	wartością	kapitału	
w	chwili	t.	
Przyjmijmy,	że	zmiana	wartości	kapitału	jest	proporcjonalna	do	jego	wyso‐
kości,	 a	współczynnik	proporcjonalności	 r(t)	 jest	 pewną	 funkcją	 czasu,	 całko‐
















ln ln 0 .	
Ostatecznie	 otrzymujemy	 rozwiązanie	 w	 postaci	 0 ∙ 	 	
dla	wszystkich	 ∈ 0,min	 :	 0 .	Łatwo	sprawdzić,	że	chwilowa	stopa	
zwrotu	wyraża	zmianę	wartości	jednostki	zainwestowanego	kapitału,	czyli	
	
dla	wszystkich	 ∈ 0,min	 :	 0 .	
	
Przykład	3.1.2.	[E17.05.2003]	Oznaczmy	przez	 	stan	środków	w	pewnym	
funduszu	 X.	 Natężenie	 oprocentowania	 w	 tym	 funduszu	 dane	 jest	 wzorem	
 ∙ 	 ∙ 	 .	Do	funduszu	w	chwili	t	=	0	jest	dokonywana	wpłata	w	wy‐
sokości	1.	Wiadomo,	że	
(i) 1 , ,	
(ii) 3 , ,	
(iii) 5 , .	
Wyznacz	 7 .	
Rozwiązanie. 	Przy	oprocentowaniu	lokat	pieniężnych	chwilową	stopę	zwro‐
tu	r(t)	nazywa	się	natężeniem	oprocentowania	 i	oznacza	się	 (ją)	 symbolem	t	
lub	(t).	Stąd	mamy	

















	6 	 	3 	2 	 0,24
	6 	9 	18 	 0,84
30 75 	250 	 9,6
	,	
którego	rozwiązaniem	jest	 0,02,	 0,02	i	 0,03.	Ostatecznie	mamy	
7 , 	·	 	 	 , 	∙	 	 	 , , 		58.	
	
Szczególnym	przypadkiem	modelu	chwilowej	stopy	zwrotu	jest	tzw.	kapita‐
lizacja	 ciągła.	 Zakładamy	 wówczas,	 że	 tempo	 wzrostu	 wartości	 kapitału	 jest	
stałe	w	czasie.	
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 
Twierdzenie	3.1.2.	 Jeżeli	 chwilowa	 stopa	 zwrotu	 (inaczej:	 chwilowa	 stopa	





więc	 0 ∙ 	 ,	 .	
	
3.2.	Oprocentowanie	i	dyskontowanie	








tału.	 Wysokość	 tych	 kwot	 wylicza	 się	 na	 podstawie	 stopy	 procentowej.	 Ze	
względu	 na	 to,	 czy	 po	 upływie	 pierwszego	 ustalonego	 okresu	 odsetkowego	
doliczane	są	one	do	kapitału	czy	też	nie,	odsetki	nazywamy	składanymi	(złożo‐
nymi)	 lub,	 odpowiednio,	 prostymi.	 Warto	 zauważyć,	 że	 jeśli	 oprocentowanie	
liczone	 jest	 metodą	 składaną,	 to	 w	 następnych	 okresach	 odsetki	 z	 okresów	
wcześniejszych	 są	 również	 oprocentowane.	W	 drugim	 przypadku	 odsetki	 we	
wcześniejszych	 okresach	 nie	 są	 później	 oprocentowane,	 zatem	 sumują	 się		
w	 sposób	prosty,	 stąd	nazwa:	 odsetki	 proste.	Odsetki	 ze	względu	na	moment	
wypłacania	dzielimy	na	wypłacane	z	góry	(w	zaliczce,	na	początku	ustalonego	
okresu	powierzenia	kapitału)	lub	na	wypłacane	z	dołu	(na	końcu	tego	okresu).	
Proces	 dopisywania	 odsetek	 do	 kapitału	 z	 zastosowaniem	 formuły	 odsetek	
złożonych	nazywa	się	kapitalizacją	odsetek.	W	tabeli	3.4.2.	zamieszczono	wzory	
określające	wartość	 kapitału	 i	 funkcję	 akumulacji	 kapitału	dla	 podstawowych	
modeli	kapitalizacji	odsetek.	
Dyskontowaniem	nazywamy	metodę	obliczania	wartości	obecnej	kapitału	
na	podstawie	 jego	 oczekiwanej	wartości	 przyszłej.	 Inaczej	mówiąc,	 dyskonto‐
wanie	 polega	 na	 pomniejszaniu	 wartości	 przyszłej	 kapitału	 o	 kwotę	 zwaną	
kwotą	dyskonta,	reprezentującą	zmianę	wartości	pieniądza	w	czasie.	Tak	więc,	
funkcja	dyskonta	jest	odwrotnością	(ale	nie	funkcją	odwrotną!)	funkcji	akumu‐
lacji	kapitału,	gdyż	 ∙ 	 .	
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
Definicja	3.2.1.	Funkcją	dyskonta	nazywamy	funkcję	







dla	wszystkich	 ∈ 0,min : 0 ,	 gdzie	a(t)	 jest	 funkcją	 akumulacji	
kapitału.	
W	przypadku,	gdy	 :	 0 ∅,	przyjmujemy,	że	min	 :	 0 .	
Przykład	3.2.1.	[E25.01.2003]	Dana	jest	funkcja	akumulacji	kapitału	postaci	
ln 5 ln 3




Rozwiązanie . 	 Symbol	 |	 oznacza	 obecną,	 tzn.	 w	 chwili	 0,	 wartość	 renty,	






ln 5 ln 3




















stopy	 dyskontowej.	 Jeśli	 do	 wyznaczenia	 kwoty	 dyskonta	 używa	 się	 formuły	






























funkcji	  .	 Chcemy	 znaleźć	 wzór	 opisujący	 wartość	 kapitału	 końcowego		
w	chwili	t	sumy	wpływów	w	czasie	[0,	s].	Przyjmijmy,	że	chwilowa	stopa	zwro‐
tu	 	ma	stałą	dodatnią	wartość	dla	t		[0,	s].	
W	matematyce	 finansowej	 ze	względu	 na	 założenie,	 że	wartość	 pieniądza	
jest	 zmienna,	 należy,	 oprócz	wartości	 nominalnej	 kapitału	 (wyrażonej	w	 jed‐
nostkach	pieniężnych),	podać,	w	jakim	momencie	 jest	ona	obliczona	lub	 jakiej	






pieczeniach	 życiowych)	 lub	 ochrony	 ubezpieczeniowej	 (w	 ubezpieczeniach	 in‐
nych,	 na	 przykład	majątkowych)	w	 chwili	 0,	 czyli	 cena	 (netto)	 ubezpieczenia		
w	momencie	jego	zakupu.	
Przykład	 3.3.1.	 [E11.10.2003]	 Inwestor	 rozważa	 nabycie	 20‐letniej	 renty	
pewnej,	ciągłej,	płatnej	natychmiast,	o	intensywności	wypłat	(force	of	payment)	
zadanej	wzorem	 .	Wiadomo,	 że	w	 całym	 rozpatrywanym	okresie	 in‐







do	 odsetek,	 zamiast	 symbolu	 	 używa	 się	 oznaczenia	  ,	 natomiast	 gdy	
funkcja	ta	nie	zmienia	się	w	czasie	–	.	





cie)	 odcinka	 [0,	 20]	 na	 osi	 czasu	 następuje	 wypłata	 w	 wysokości	 określonej	




czyć,	 jaka	wielkość	 kapitału	w	 chwili	 0	 będzie	 równa	 	 po	 upływie	 czasu	 .	





















∙ 	  ,	
to	rozwiązanie	tego	równania	podane	jest	wzorem	
 ∙ ∙ .	














∙ 	 ∙ 	 ∙ 	 .	
Otrzymane	wyrażenie	podstawiamy	do	równania	niejednorodnego	
∙ 	 ∙ 	 ∙ 	 – ∙ 	 ∙ 	  ,	
a	stąd	
 ∙ 	 .	
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Całkując	stronami	względem	zmiennej	t,	wyznaczamy	c1	postaci	




 ∙ 	 ∙ 	 .	
	
W	 rozwiązaniu	 równania	 różniczkowego	 z	 twierdzenia	 3.3.1	 pierwszy	
składnik	 sumy	 jest	 całką	 z	 wartości	 kapitału	 	 inwestowanego	 w	 chwili	 t		
i	zakumulowanego	na	moment	s.	Drugi	składnik	sumy	stanowi	dodatkowy	kapi‐
tał	K0	 inwestowany	w	chwili	0,	zakumulowany	na	moment	końca	inwestycji	s.	
Zapiszmy	 	 za	 pomocą	 funkcji	 akumulacji	 kapitału	 	 zdefiniowanej		
w	podrozdziale	3.1	i	funkcji	dyskonta	z	podrozdziału	3.2.	
 ∙ 	 ∙ 	 	
 ∙  	 	 ∙ 	  ∙  .	
Wyrażenie	
 ∙  	
jest	wielkością	kapitału,	który	w	momencie	s	osiąga	wartość	 .	W	jego	skład	
wchodzi	 „prawdziwy”	 kapitał	 początkowy	 	 zainwestowany	w	 chwili	 0	 oraz	
dalsze	inwestycje	 	w	chwilach	t		(0,	s)	dokonywane	z	intensywnością	 ,	












ści,	 jeśli	 dla	wszystkich	0  	 akumulacja	 kapitału	 początkowego	
w	okresie	od	 	do	 	jest	równa	akumulacji	tego	kapitału	zainwestowanego	



















∙ 	 0 .	









ny	 rodzaj	 kapitalizacji.	 Uwzględnijmy	 warunek	 początkowy	 0 .	Wtedy	
otrzymamy,	że	 ,	a	ten	rodzaj	wzrostu	kapitału	nazywa	się	kapitaliza‐
cją	ciągłą	ze	stopą	 	w	okresie	bazowym.	
Wybór	warunku	 1 1 ,	gdzie	R	>	0,	prowadzi	do	wzoru	określają‐
cego	kapitalizację	złożoną,	z	funkcją	akumulacji	kapitału	postaci	
	∙	 	 1 .	
Biorąc	 1 ,	gdzie	0	<	R	<	1,	otrzymujemy	wzór	 		 	
1 	definiujący	kapitalizację	z	góry,	zwaną	też	kapitalizacją	w	zaliczce.	



















































	  1 	























 	  	
W	innym	podejściu	zakładamy,	że	funkcja	akumulacji	kapitału	charaktery‐
zuje	 się	 stałym	 przyrostem	 kapitału	 w	 jednostce	 czasu.	 Załóżmy,	 że	 dla	
wszystkich	 argumentów	w	>	u		 0	 funkcja	 akumulacji	 kapitału	 spełnia	 zależ‐

















Otrzymujemy	 równanie	 różniczkowe	 0 	 z	 rozwiązaniem	
0 ,	prowadzącym	do	wzoru	 1 .	
W	tym	przypadku,	jeśli	 	>	0,	jest	to	kapitalizacja	prosta	ze	stopą	zwro‐
tu	 	we	wszystkich	okresach	bazowych,	a	 jeśli	 	 i	0 1,	 to	 funkcja	
	określa	dyskonto	proste.	
Z	 powyższych	 rozważań	 wynika,	 że	 kapitalizacja	 złożona,	 ciągła,	 z	 góry,	
dyskonto	złożone	i	kapitalizacja	z	chwilową	stopą	 	(ze	względu	na	własno‐
ści	całki	w	wykładniku	wzoru)	spełniają	zasadę	stałej	efektywności,	natomiast	





ciągłym	 zaś	 kapitalizację	 ciągłą.	 Przeglądając	 rubryki	 tabeli,	 należy	 zwrócić	
uwagę,	że	dyskonto	jest	wartością,	o	którą	należy	pomniejszyć	przyszłą	wartość	








ją	 równości	 	 i	 .	Dla	odsetek	 złożonych,	 ze	wzoru	 1 	
,	 mamy	 zależności	 	 i	 ,	 w	 których	 nie	 pojawia	 się	 n		
z	uwagi	na	stałą	w	czasie	efektywność.	
3.5.	Od	modelu	ciągłego	do	dyskretnego	
Wróćmy	 do	 twierdzenia	 3.3.1.	 Wzór	 opisujący	 wartość	 kapitału	 końcowego		
w	chwili	t	dla	sumy	wpływów	w	czasie	[0,	s],	określonych	funkcją	 ,	można	
zapisać	następująco:	
 ∙ 	 .	
W	 interpretacji	wzoru	 znalezienie	wartości	 łącznego	 kapitału	 zgromadzo‐
nego	w	czasie	 [0,	 s]	wymaga	zakumulowania,	 czyli	pomnożenia	przez	 funkcję	
akumulacji	 .	Wyrażenie	w	nawiasie	oznacza	pojedynczy	kapitał	
początkowy	 	oraz	wartość	aktuarialną	wpłat	 	dokonywanych	w	różnych	
momentach	 t	 przedziału	 [0,	 s],	 zdyskontowaną	 na	 chwilę	 0,	 czyli	 pomnożoną	
36	
przez	 funkcję	 dyskonta	  .	 Jest	 to	metoda	 retrospektywna,	 bo	
„sięgamy	wstecz”	do	chwili	0.	
Ten	sam	wzór	można	zapisać	równoważnie	w	postaci	wyrażenia	
 ∙ ∙ 	 	
interpretowanego	 jako	metoda	prospektywna,	 czyli	 „sięganie	w	przód”.	W	 tej	
metodzie	akumulujemy	na	moment	s	pojedynczy	kapitał	początkowy	 	(mno‐
żąc	przez	 )	oraz	wpłaty	 	dokonywane	w	różnych	momen‐





tu	 z	 kapitalizacji	 ,	 zamieszczony	 w	 ostatnim	 wierszu	 tabeli	 3.4.1		
w	poprzednim	podrozdziale.	
2.	Model	 z	 przedostatniego	wiersza	 tabeli	 3.4.1	 otrzymamy,	 zakładając,	 że	
 0	 dla	 wszystkich	  0, .	 Będzie	 to	 wówczas	 model	 z	 pojedyn‐
czym	kapitałem	początkowym	 ,	 inwestowanym	w	chwili	0.	 Interesuje	
nas	 dopiero	 jego	wartość	w	 chwili	 .	W	 tej	 sytuacji	można	posłużyć	 się	
znacznie	prostszym	przypadkiem	dyskretnym,	z	kapitalizacją	prostą	 lub	
złożoną	 (w	 jednym	okresie	mamy	 ten	sam	wzór)	 ze	 stopą	zwrotu	 	dla	
okresu	[0,	s],	traktowanego	jako	okres	bazowy.	Oba	sposoby	kapitalizacji	





0 ∙ 	 1 ,	
zgodny	z	modelem	z	czasem	dyskretnym	i	stopą	kapitalizacji	 	w	jednym	
okresie.	
3.	Załóżmy,	 że	 funkcje	 	 i	 	 określone	 na	 przedziale	 0, 	 są	 funkcjami	
schodkowymi,	 tzn.	  ∑  ∙ 	 , 	 oraz	 ∑ ∙		
∙ 	 , ,	gdzie	symbol	 , 	oznacza	funkcję	charakterystyczną	prze‐
działu	 	 , .	Wartość	funkcji		oraz	 	w	punkcie	0	nie	ma	znaczenia.	
Skoki	tych	funkcji	znajdują	się	w	punktach	 , , … , 	(gdzie	0	=	t0		t1	
<	t2	<	…	<	tk	=	s)	przedziału	 0, .	Chcemy	zbudować	dyskretny	model	ka‐
37	
pitalizacji,	 podobny	 do	 powyższego,	 ale	w	 którym	kapitalizacja	 odsetek	
dokonuje	 się	 tylko	 w	 punktach	 , , … , .	 Dlatego	 naturalnym	wydaje	
się	przyjęcie	formuły	





dla	 0, 1, … , 	– 1,	wówczas	
 ·	 	· 1 .	
Biorąc	 ,	 otrzymujemy	 wzór	 pozwalający	 wyznaczyć	 wartość	 koń‐
cową	sumy	zainwestowanych	kapitałów	w	momencie	s	=	k,	
 1 .	
Wartość	 aktuarialna	 (tj.	 zdyskontowana	 na	moment	 0)	 sumy	 kapitałów	
będzie	równa	





momenty,	kierunek	 i	wielkość	przepływu.	Wielkość	 0 ,	w	ostatnim	wzorze,	












(i) w	 ofercie	 I	 zagwarantowano	 efektywną	 roczną	 stopę	 zwrotu	 15%		
w	każdym	roku	trwania	inwestycji,	
(ii) w	 ofercie	 II	 zagwarantowano,	 że	 natężenie	 oprocentowania	  	 będzie	
dane	wzorem	 0,1 ∙ 	 	w	ciągu	całego	okresu	trwania	inwestycji.	
Inwestor	zdecydował,	że	część	  P	kapitału	zainwestuje,	korzystając	z	ofer‐
ty	 I	oraz	resztę	(1	–	)	 	P	–	korzystając	z	oferty	 II.	Po	dwóch	 latach	 inwestor	
posiadał	kwotę	(kapitał	P	oraz	odsetki)	200	000	zł.	Wiadomo,	że	gdyby	inwe‐
stor	 zainwestował	2	 	P,	 korzystając	 z	 oferty	 I	 oraz	 (1	 –	2)	 	P,	 korzystając		
z	 oferty	 II,	 to	 po	 dwóch	 latach	 miałby	 kwotę	 205	 000	 zł.	 Oblicz	 wysokość		
kapitału	P.	
Rozwiązanie. 	 Dla	 oferty	 I	 mamy:	 2 1 0,15 ,	 dla	 II:	 2 	
, , .	Korzystając	z	warunków	zadania,	dostajemy	układ	równań	
		 1,15 	 	 1  	 , 200	000
















Z	 bieżącą	wartością	 netto	 związana	 jest	 wewnętrzna	 stopa	 zwrotu,	 ozna‐
czana	skrótem	IRR	(internal	rate	of	return).	
|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 
Definicja	3.6.2.	Wewnętrzna	 stopa	 zwrotu	 inwestycji	 (IRR)	 to	 dodatnia	





Przykład	 3.6.2.	 [E25.01.2003]	 Rozważmy	 inwestycję,	 o	 której	 wiadomo,	 że		
w	chwili	t	=	0	otrzymuje	się	kwotę	(k	–	0,5)2,	po	ośmiu	latach,	czyli	w	chwili	t	=	8	
otrzymuje	się	kwotę	(k	–	1),	a	na	końcu	szesnastego	roku,	czyli	w	chwili	t	=	16	
kwotę	 1.	 Sformułować	 warunek	 konieczny	 i	 wystarczający	 nieistnienia	 we‐
wnętrznej	stopy	zwrotu	dla	tej	inwestycji.	
Rozwiązanie. 	Skorzystamy	ze	wzoru	końcowego	z	podrozdziału	3.5,	z	punktu	3:	
0   .	
Zakładamy,	że	w	czasie	 trwania	 inwestycji	 roczna	stopa	zwrotu	R	ma	 jed‐






















nik	 jest	 różny	 od	 zera,	 czyli	 gdy	 1 4 0,	 tzn.	 gdy	 k			0	
lub		k		2/3.			
	
Załóżmy	 dla	 uproszczenia,	 że	 nakłady	 i/lub	 dochody	 (j)	 mają	 miejsce		
w	równoodległych	od	siebie	momentach	 j	osi	czasu.	Wówczas	punkty	ti	dzielą	
40	























Dowód.	 Na	 podstawie	 reguły	 Kartezjusza	 wnioskujemy,	 że	 wielomian	




Załóżmy	 teraz,	 że	 0 0,	wtedy	dla	x	=	0	wielomian	przyjmuje	wartość	
ujemną,	bo	jego	wyraz	wolny		(0)	jest	ujemny.	Ponadto	 1 ∑  0.	
Zatem,	na	mocy	własności	Darboux	funkcji	ciągłych,	 	ma	pierwiastek	w	prze‐
dziale	(0,	1).	
Przyjmijmy,	że	 0 ⋯  1 0	oraz	 0	dla	pewnego	 1.	
Wówczas	 ∑  .	Ponieważ	 funkcja	 	 jest	dodatnia	
41	
na	 (0,	),	 więc	 wystarczy	 pokazać,	 że	 wielomian	 ∑  	 ma	
pierwiastek	 leżący	w	przedziale	 (0,	1).	O	 funkcji	 	wiemy,	 że	 0  0		
i	 1 ∑  0.	Stąd	na	mocy	własności	Darboux	funkcji	ciągłych	 	ma	
pierwiastek	w	przedziale	(0,	1).	




Przykład	3.6.3.	 [E10.10.2005]	 Które	 spośród	 podanych	 stwierdzeń	 są	 praw‐
dziwe?	
1.	 | ∑ 	w	modelu	oprocentowania	prostego.	











, , …	, , 	 	 , 	 	 , … , ,	
gdzie	 ,	wewnętrzna	stopa	zwrotu	 IRR	 istnieje	 i	 jest	 jednoznacznie	okre‐
ślona	w	 przypadku,	 gdy	 przepływy	 	 są	 tylko	 ujemne	 dla	 1,	a	 tylko	
dodatnie	dla	 .	
Rozwiązanie	 1.	 Symbol	 |	 oznacza	 wartość,	 w	 momencie	 n,	 wypłat	 renty		
w	wysokości	1,	dokonywanych	w	chwilach	1,	2,	…,	n.	










	 określa	 średni	 czas	 trwania	 (duration)	 instrumentu	




 ∙ 	 ⋯  ∙ 	 	 ∙ 	 ⋯  ∙ 	 	


























∑ 40 1  1 ,	
∑ 30 1  1 ,	
∑ 80 1  1 .	
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Zauważmy,	 że	 40	 	 5	 –	 30	 	 4	 =	 80.	 Mnożąc	 pierwsze	 równanie	 przez	 5,		
a	drugie	przez	(–4)	i	odejmując	stronami,	otrzymujemy	5P	–	4Q	=	S.	
	
Przykład	 3.7.2.	 [E05.12.2005]	 Zakład	 ubezpieczeń	 majątkowych	 emituje		
10‐letnią	obligację	katastroficzną	z	rocznym	kuponem	X	i	nominałem	1200	zł.	
















bieństwo	 0,05	 0,05  0,95 0,05  0,95
2	 …	 0,05  0,959	 0,9510	
Funkcja	 dyskonta	 dla	 jednego	 okresu	wynosi	
,
.	 Jeżeli	 rynek	 dobrze	
wycenił	 tę	obligację,	 to	 cena	 rynkowa	 jest	 równa	bieżącej	 cenie	obligacji,	 a	 ta	
jest	wartością	oczekiwaną	zmiennej	losowej	Z	



































































	0,5 	 1	dla	 	 0	lub	1
4 6	dla	 2	lub	3
		ln 	dla	 4, 5, 6	
.		
W	którym	okresie	intensywność	akumulacji	była	największa?	








– Wartość	 jednostki	 kapitału	 zainwestowanego	na	 (t	+	 s)	 okresów	 jest	 równa	 ilo‐
czynowi	wartości	jednostki	kapitału	zainwestowanej	na	t	okresów	i	wartości	jed‐
nostki	kapitału	zainwestowanej	na	następnych	s	okresów.	
11. Zakładając,	 że	 stopa	w	każdym	okresie	kapitalizacji	wynosi	R	 (R	>	0),	 ocenić	bez‐
względny	i	względny	przyrost	w	okresie	[n	–	1,	n]	funkcji	akumulacji	kapitału	z	po‐
przedniego	zadania	(gdzie	n	=	1,	2,	...).	
12. [E02.06.2001]	 Dla	 funduszu	 A	 natężenie	 oprocentowania	 wynosi	 r(t)	 =	 (1	 +	 t)–1,	
natomiast	dla	funduszu	B	r(t)	=	2t · (1	+	t2)–1.	W	chwili	t	=	0	inwestujemy	100	000	zł	





1 2	 ∙ 	
2
1 3	 ∙ 	
	




































 0, ,	 	
cos 	
maleje	od	1	do	0	

























































16.	Wiersz	 pierwszy:	 	 kapitalizacja	 ciągła	 ze	 stopą	 1,	 wiersz	 drugi:	
	 	
,	wiersz	 trzeci:	 	dla	a	>	0	–	 rosnąca	wykładniczo	od	1		






Rzadko	 zdarza	 się,	 że	 stopy	 zwrotu	mają	 identyczne	wartości	 we	wszystkich	
rozważanych	 okresach.	Dlatego	w	 tym	 rozdziale	 zakładać	 będziemy,	 że	 stopy	
zwrotu	 	z	zainwestowanego	kapitału	w	 i‐tym	okresie	(i	=	1,	2,	…,	n)	(lub	ich	
równoważne	 odpowiedniki)	 są	 zmiennymi	 losowymi.	 Niech	 	 i	 	 będą	 do‐
datnimi	 liczbami	 rzeczywistymi.	 Zmienna	 losowa	 ,	oznaczającą	 wartość	
kapitału	początkowego	 	w	chwili	 ,	wyraża	się	za	pomocą	 	jako	
∙ 	 .	






jednostajny	na	przedziale	 [2%,	 8%]	o	 gęstości	 	 dla	 x		 [2,	 8],	 co	 oznaczymy	
symbolem	J	[2,	8].	Wtedy	zmienna	losowa	 1 ,	wyrażona	w	procentach,	ma	
rozkład	 jednostajny	 J	 [102,	 108]	 o	 dystrybuancie	 	 dla		
t		[102,	108].	Wtedy	funkcja	dyskonta	 	ma	rozkład	o	dystrybuan‐
cie	 108 	dla	 		 , .	
Dobór	odpowiedniego	rozkładu	jest	uwarunkowany	postulatem	o	nieujem‐
ności	zmiennych	 losowych	 ,	 co	się	przekłada	na	nieujemność	zmiennych	 lo‐
sowych	 ,	 ,	 	i	 0 .	Dlatego	większość	modeli	opiera	się	na	rozkła‐
dzie	 logarytmiczno‐normalnym,	 a	 jeśli	 wybiera	 się	 rozkład	 normalny,	 to		
z	zastrzeżeniem,	że	w	praktyce	zmienne	 losowe	 	nie	mogą	przyjąć	wartości	




funkcja	 akumulacji	 kapitału	 ma	 postać	 	 1  1 …  1 	







Jako	 iloczyn	 zmiennych	 losowych	 1 	 lub	 ich	 odwrotności	 funkcje	 	
oraz		 	 są	zmiennymi	 losowymi	 (jako	 funkcje	borelowskie	zmiennych	 lo‐
sowych).	
W	modelach	 kapitalizacji	 spełniających	 zasadę	 stałej	 efektywności	 wyko‐
rzystuje	 się	 rozkłady,	 dla	 których	 rozkład	 iloczynu	 lub	 ilorazu	 daje	 się	 łatwo	
wyznaczyć.	Inny	problem	stanowi	opis	zależności	stopy	zwrotu	w	i‐tym	okresie	
od	wartości	 stóp	w	 poprzedzających	 okresach.	Wówczas	 albo	 zakłada	 się,	 że	
takiej	zależności	nie	ma,	albo	stosuje	się	zaawansowane	modele	–	modele	Mar‐
kowa,	procesy	autoregresji	lub	funkcje	łącznikowe	(patrz	[3]).	
Wiele	 twierdzeń	 rachunku	prawdopodobieństwa	pozwala	wyznaczać	 cha‐
rakterystyki	 funkcji	 akumulacji	 kapitału	 i	 funkcji	 dyskonta,	 takie	 jak	 rozkład	
prawdopodobieństwa,	momenty	zwykłe	i	centralne	(o	ile	istnieją).	
|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 
Twierdzenie	4.1.1.	 Jeżeli	 stopy	 zwrotu	 z	 inwestycji	 w	 kolejnych	 okresach	
tworzą	ciąg	 	 ( 	=	1,	2,	…,	n)	niezależnych	zmiennych	 losowych	o	 jedna‐
kowym	 rozkładzie	 z	 wartością	 oczekiwaną	 	 1	 i	 skończoną	 wariancją	
	 2	 >	 0,	 wówczas	 wartość	 oczekiwana	 jednostki	 pieniężnej	 po	 n	 okresach	
kapitalizacji	jest	równa	
1 ,	




Ich	wartość	oczekiwana	 , a	wariancja	 0,	stąd	
	 1 		 1 		 … 		 1 	
1 1 ,	
1 		 1 		 … 		 1 	
	 1 		 1 R 	… 	 1 R 	
	 1 	 Var 1 1 	
	 1 	 ,	
	 1 	 1 .	
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Dodatkowy	 warunek	 	 	– 1	 zapewnia	 nieujemność	 wyrażenia	 ,	
gdy	n	jest	nieparzyste.	
	
Przykład	4.1.1.	 [E05.06.2006]	 Inwestor	 dokonuje	 w	 banku	 lokaty	 w	 kwocie	
1000	PLN	na	10	lat.	Roczne	stopy	zwrotu	w	poszczególnych	latach	są	niezależ‐
ne	 i	mają	 rozkład	 jednostajny	 na	 przedziale	 [–10%,	 25%].	 Ile	wynosi	współ‐
czynnik	 ⁄ 	dla	tej	lokaty?	
Rozwiązanie. 	 Z	 własności	 rozkładu	 jednostajnego	 wynika,	 że	 	
, ,
0,075	 oraz	 σ
, , 	0,0102.	 Korzystając		
z	twierdzenia	4.1.1,	mamy:	
1000	 ∙ 	 10 1000	 ∙ 	 1 0,075 		2061,03,	
1000	 ∙ 	 10 0,0102 1,075 1,075 		390	180.	
Współczynnik	 ⁄ 	wynosi	około	3,3.	
	
Warto	 zwrócić	 uwagę,	 że	 dla	 dowolnego	 rodzaju	 kapitalizacji	 zmienne	 lo‐





















wynosi	 	dla	 t	=	1,	2,	…,	n.	Zakładamy,	że	 	są	niezależnymi	zmiennymi	 loso‐
wymi	o	jednakowych	rozkładach	ze	średnią	i	oraz	wariancją	 .	Rozważamy:	
A.	Zakumulowaną	 wartość	 kwoty	 1	 na	 koniec	 okresu	 n,	 oznaczaną	 przez	
.	
B.	Obecną	 wartość	 płatności	 1,	 wykonanej	 w	 chwili	 n,	 oznaczanej	 przez	
.	




1 2 – 1 .	
B.	Wartość	 oczekiwaną	 zmiennej	 losowej	 |	 opisuje	 wzór	 | 	
1 .	
C.	Wartość	oczekiwaną	zmiennej	losowej	 – 	opisuje	wzór	 – 	
1 – 	.	
Rozwiązanie. 	Stwierdzenie	A	jest	prawdziwe	na	mocy	twierdzenia	4.1.1.	
Mamy:	 | 1 1 … 1 1 … 1 . . . 1 	
lub	krótko	 | ∑ ∏ 1 ,	stąd	












kładach	logarytmiczno‐normalnych	LN , ,	gdzie	 0	dla	i	=	1,	2,	…,	n.	
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Wówczas	 funkcja	 akumulacji	 kapitału	 	 ma	 rozkład	 LN , ,	 funkcja	
dyskonta	  	ma	 rozkład	 LN – , ,	 zmienna	 losowa	 	 ma	 rozkład	
LN ln , 	 	 oraz	 zmienna	 losowa	 0 	 ma	 rozkład	 LN ln
, 	 ,	gdzie	 . . . 	i	 . . . (przyjmujemy,	że	
b 0).	
Dowód.	 Zmienna	 losowa	 X	 ma	 rozkład	 LN , 	 wtedy	 i	 tylko	 wtedy,	 gdy	
ln 	 ma	 rozkład	 N , .	 Rozważmy	 zmienną	 losową	 ln 	
ln 1 ⋯ ln 1 .	Jako	suma	n	niezależnych	zmiennych	losowych	
o	 rozkładach	 normalnych	 ma	 rozkład	 normalny	 N ⋯ , 	 	
	 ⋯ .	 Stąd	 	ma	 rozkład	 LN 	 ⋯ , 	 	
	 	 . . . 	 .	 Dalej,	 	 jest	 iloczynem	 dodatniej	 stałej	 	 i	 funkcji	 ,	
więc	 ten	 iloczyn	 będzie	 miał	 taki	 sam	 rozkład	 i	 drugi	 parametr,	 jak	 funkcja	
akumulacji	kapitału,	zmianie	ulegnie	 jedynie	pierwszy	parametr.	Stąd	wynika,	
że	 	ma	rozkład	LN ln 	 . . . 	 , 	 	 . . . 	 .	
Dalej	 dowodzimy	 w	 podobny	 sposób,	 że	 ln  	– ln 1 –…	
– ln 1 	 jest	 sumą	 n	 niezależnych	 zmiennych	 losowych	 o	 rozkładach	
– , ,	ma	więc	 rozkład	normalny	N – – –…– , 	 ⋯ .	
Zatem,	funkcja	dyskonta	 	ma	rozkład	logarytmiczno‐normalny	LN – – –…	
– , 	 ⋯ ,	 a	 zmienna	 losowa	 0 	ma	 rozkład	 LN 	ln – –	
–	 – . . . – , 	 	 . . . 	 .	
	
Przykład	 4.1.3.	 Na	 roczną,	 odnawialną	 co	 kwartał	 lokatę	 wpłacono	 kwotę		
10	 tys.	 zł.	 Przyjmijmy,	 że	 w	 kolejnych	 czterech	 kwartałach	 kwartalne	 stopy	
oprocentowania	 brutto	 dla	 tej	 lokaty	 będą	 miały	 niezależne	 rozkłady	 loga‐
rytmiczno‐normalne:	 LN 0,04, 0,0004 ,	 LN 0,02, 0,0001 ,	 LN 0,03, 0,0002 		
i	LN 0,03, 0,0001 .	Podać	prognozę	wartości	lokaty	po	roku	na	podstawie	war‐
tości	 oczekiwanej	 i	 mediany	 oraz	 porównać	 te	 wielkości.	 Wyznaczyć	 najbar‐






brutto	 w	 tym	 momencie	 określa	 odpowiedni	 rozkład	 prawdopodobieństwa	
podany	w	treści	zadania.	Zmienna	losowa	 	reprezentująca	wartość	wyrażonej	
w	złotych	lokaty	po	roku	będzie	podlegała	rozkładowi	LN(ln(103) + 0,04 + 0,02 +	




	 kładowi	logarytmiczno‐normalnemu	LN , ,	gdzie	 , ∈ ,	 	 0	[17]	













noza	obliczona	według	wartości	oczekiwanej	wynosi	 	 	 , 	
1127,95	zł,	natomiast	według	mediany	 	 	 	 , 1127,50	zł.	
Różnice	w	wartościach	prognoz	są	nieistotne	w	porównaniu	z	kwotą	10	tys.	zł.	
Najbardziej	 prawdopodobną	 wartość	 lokaty	 określa	 dominanta	 wynosząca		
w	tym	rozkładzie	 	 	 , 1126,60	zł.	Ponadto,	można	obli‐
czyć,	 że	 odchylenie	 standardowe	wartości	 lokaty,	 będące	 pierwiastkiem	kwa‐
dratowym	z	wariancji,	 jest	 równe	31,91	zł;	niewielkie	w	porównaniu	z	kwotą	
lokaty.	Współczynnik	zmienności	także	przyjmuje	niewielką	wartość	(2,8%).	
Prawdopodobieństwo,	 że	 wartość	 lokaty	 po	 roku	 będzie	 większa	 niż		
jej	 wartość	 oczekiwana,	 jest	 równe	 1 1127,95 1
 , 	 	 		 	 	 ,
√ ,







ziomie,	 a	 kapitalizacja	 jest	 dokonywana	w	 każdej	 chwili	 (punkcie)	 przedziału	
[0,	T*],	podzielonego	na	okresy	 (niekoniecznie	 równej	długości).	Funkcja	aku‐
mulacji	 kapitału	 przyjmuje	 więc	 postać	 	 ∙ 	 ∙ … ∙ 	 .	 Jest	 więc		
iloczynem	czynników	postaci	 ,	gdzie	 	jest	innym	zapisem	wyraże‐
nia	 .	 Jako	 iloczyn	 zmiennych	 losowych	 funkcja	 	 jest	 zmienną	 losową.	
Ponadto,	 czynnik	 dyskonta,	 jako	 jej	 odwrotność,	 wyraża	 się	 wzorem	





malny	N , 	 	z	dodatnią	wariancją		 	 (i	=	1,	2,	…,	n),	niezależny	od	roz‐
kładów	w	pozostałych	okresach.	Wówczas	funkcja	akumulacji	kapitału	 	
ma	rozkład	LN , 	 ,	funkcja	dyskonta	 ma	rozkład	LN – , 	 ,	zmien‐	
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na	 losowa	 	ma	 rozkład	 LN ln , 	 oraz	 zmienna	 losowa	 0 	
ma	 rozkład	 LN ln , ,	 gdzie ⋯ 		 i	 	
	 	 . . . 	(przyjmujemy,	że	 0).	
Dowód.	 Zastąpmy	 zmianę	 	wartości	 jednostki	 kapitału	 w	 i‐tym	 okresie		











































dla	 ∈ –, 1 .	
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
Twierdzenie	4.1.5.	Zakładamy,	że	stopy	zwrotu	brutto	z	inwestycji	 	przy	
kapitalizacji	 z	góry	 tworzą,	w	kolejnych	okresach,	 ciąg	niezależnych	zmien‐
nych	 losowych	 o	 rozkładach	 logarytmiczno‐normalnych	 LN , 	 ,	 gdzie	
0	dla	 i	=	1,	2,	…,	n.	Wówczas	funkcja	akumulacji	kapitału	 	ma	roz‐
kład	 LN , 	 ,	 funkcja	 dyskonta	  	ma	 rozkład	 LN – , 	 ,	 zmienna	
losowa	 	 ma	 rozkład	 LN ln , 	 	 oraz	 zmienna	 losowa	 0 	
ma	 rozkład	 LN ln , ,	 gdzie . . . 	i	 	










Ryc.	4.1.2.	Gęstości	 zmiennej	 losowej	 	dla	parametrów	 1,	 	 (największe	maksimum),		
























tach	 i	 niezależności	 rozważanych	 zmiennych	 losowych.	 Stosujemy	wtedy	 od‐
powiednie	twierdzenie	graniczne.	
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
Twierdzenie	 4.1.6.	 (Centralne	 twierdzenie	 graniczne	 Lindeberga)	 Niech	
ciąg	X1,	X2,	…	będzie	ciągiem	niezależnych	zmiennych	losowych	ze	skończo‐
nymi	 momentami	 drugiego	 rzędu.	 Niech	 	 i	  	 oraz	
∑ .	Niech	 	będzie	dystrybuantą	zmiennej	 losowej	Xk	dla	k	=	
=	1,	2,	…,	a	zbiór	  :	| |			∑  }.	Załóżmy,	że	spełniony	 jest,	








Przykład	 4.1.4.	 [E09.10.2006]	 Inwestor	 równomiernie	 inwestuje	 w	 ciągu		
5	lat	swoje	środki	o	wartości	1	mln	PLN	w	grupę	N	firm	o	podwyższonym	stop‐
niu	 ryzyka.	 Prawdopodobieństwo	 podwojenia	 wartości	 każdej	 z	 inwestycji		
w	ciągu	dowolnego	roku	wynosi	60%,	a	bankructwa	inwestycji	jest	równe	40%.	





Rozwiązanie. 	 Niech	 zmienna	 losowa	 	 oznacza	 wartość	 inwestycji	 w	 i‐tą	







.	 Z	 faktu,	 że	 suma	 wartości	 oczekiwanych		



































Ostatecznie	 otrzymujemy	 N	 =	 406,8,	 czyli	 trzeba	 zainwestować	 przynajmniej		
w	407	firm.	
	
Oto	 przykład	 o	 podobnej	 treści,	 wymagający	 zastosowania	 twierdzenia		
Poissona.	
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||












liczby	 bankructw	w	 tym	 okresie	w	 ustalonym	 zbiorze	 100	 spółek.	 Na	 koniec	







żącej	 cenie	 rynkowej.	 Po	 godzinie	 od	 zakupu	 na	 rynek	 dotarła	 informacja		
o	bankructwie	jednej	ze	spółek.	O	ile	procent	zmniejszy	się	cena	rynkowa	obli‐
gacji	wskutek	reakcji	na	tę	wiadomość?	
Rozwiązanie . 	 Niech	X1	 oznacza	wypłatę	 z	 obligacji	w	 początkowej	 sytuacji,		
a	X2	niech	będzie	wypłatą	po	wiadomości	o	bankructwie	jednej	ze	spółek.	Roz‐
kład	zmiennej	losowej	X1	jest	następujący:	
130	 100 90 50	
P(0)	+	P(1)	+	P(2)	 P(3)	+ P(4) P(5) + P(6) P(7) + P(8)	+…+	P(100)	
P(k)	oznacza	prawdopodobieństwo	k	sukcesów	spośród	100	prób	Bernoul‐
liego,	czyli	
1 	dla	 0, 1, … , 100.	
Rozkład	X2	jest	podany	poniżej.	
130	 100 90 50	
P(0)	+	P(1) P(2)	+ P(3) P(4) + P(5) P(6) + P(7) +	…	+	P(100)	
Należy	wyznaczyć	wielkość	wyrażenia	
		
130	 ∙ 	 2 100	 ∙ 	 4 2 90	 ∙ 	 6 4 50	 ∙ 	 6
130	 ∙ 	 0 1 2 100	 ∙ 	 3 4 90	 ∙ 	 5 6 50	 ∙ 	 ∑
.	
Wartości	prawdopodobieństw	P(k)	wyznaczamy	dla		=	n		p	=	100		0,02	=	2,	
korzystając	 z	 przybliżenia	 rozkładu	 dwumianowego	 rozkładem	 Poissona	
(twierdzenie	4.1.7).	
P(k)	 Przybliżenie	 P(k) Przybliżenie	
P(0)	 0,135	335 P(4) 0,090	224	
P(1)	 0,270	671 P(5) 0,036	089	
P(2)	 0,270	671 P(6) 0,012	030	







akumulacji	 kapitału	 jest	 zmienną	 losową	 i	 ma	 postać	 	 1
	 	 . . . 	 	dla	każdej	liczby	naturalnej	n		1.	Zmienne	losowe	 	oznaczają	




1 . . .
.	
Zmienna	losowa	 , jak	w	poprzednim	rozdziale,	oznacza	wartość	kapita‐
łu	początkowego	 	w	chwili	 	i	wyraża	się	za	pomocą	 	jako	
∙ 	 ,	





N , 	 	z	dodatnimi	wariancjami	 	 	( 	=	1,	2,	…,	n),	niezależny	od	pozos‐
tałych	 rozkładów.	 Wówczas	 zmienna	 losowa	 a(n)	 ma	 rozkład	 normal‐	
ny	 N 1 , 	 oraz	 	 ma	 rozkład	 normalny	 N 1 , 	 	 ∙ 	 ,	












gdzie		jest	gęstością	rozkładu	normalnego	N 0, 1 .	
W	modelach	 kapitalizacji	 o	 stałym	 przyroście	 prym	wiedzie	 rozkład	 nor‐
malny	 ze	względu	na	własność	 addytywności.	Niestety,	 tak	 jak	w	modelu	Ba‐











































 ∉ 0, 1 1  .	







	 0 0 .	
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Ryc.	 4.2.1.	 Gęstości	 zmiennej	 losowej	  	 dla	 parametrów	 2,	 	 (największe	 maksi‐	
	 mum),	 1,	 		i	 2,	 1	(najmniejsze	maksimum)	
4.3.	Kapitalizacje	z	zależnymi	stopami	zwrotu	
W	tym	rozdziale	przedstawimy	trzy	rodzaje	procesów	stochastycznych,	znajdu‐
jące	 zastosowania	 w	 matematyce	 finansowej:	 procesy	 gaussowskie,	 procesy	
autoregresji	i	procesy	Markowa.	W	procesach	gaussowskich,	łączne,	skończenie	
wymiarowe	rozkłady	zmiennych	losowych	tworzące	proces	mają	wielowymia‐
rowy	 rozkład	 normalny.	 Procesy	 autoregresji	 są	 procesami	 gaussowskimi,		
w	których	wartości	oczekiwane	zmiennych	losowych	są	powiązane	zależnością	
rekurencyjną.	 Łańcuchy	Markowa	 są	 procesami	 z	 czasem	dyskretnym,	w	któ‐
rych	 określona	 jest	 zależność	 pomiędzy	 rozkładami	 kolejnych	 par	 zmiennych	
losowych	tworzących	proces.		




prosta	 ze	 stopą	 procentową	 	 w	 i‐tym	 okresie	 oraz	 że	 wektor	 losowy	
, 	 , … , 	 	 ma	 n‐wymiarowy	 rozkład	 normalny	 Nn(,	 )	 z	 wektorem	
wartości	 oczekiwanych		 oraz	 dodatnio	 określoną	macierzą	 kowariancji	.	
Wówczas	 zmienna	 losowa	 	 ma	 jednowymiarowy	 rozkład	 normalny	
N 1 , 	 ,	 gdzie	 . . . 	 	 i	 	 ∙ 			 	 (wyrażenie	 	 ∙ 			 	
to	suma	elementów	macierzy	).	Przyjmujemy,	że	 0.	Dalej,	 zmienna	 lo‐


























gdzie		jest	gęstością	rozkładu	normalnego	N 0, 1 .	
Powyższe	 twierdzenie	 jest	 uogólnieniem	 twierdzenia	 4.2.1.	 Łatwo	można	
zauważyć,	że	po	uwzględnieniu	struktury	zależności	pomiędzy	rozkładami	stóp	
zwrotu,	zapisanej	za	pomocą	macierzy	,	nie	zmienia	się	postać	rozkładu	praw‐
dopodobieństwa	zmiennych	losowych	 ,	 ,	 	 i	 0 ,	a	 jedynie	para‐
metr	 	 ∙ 			 	 zastępuje	 	 	 . . . 	 .	 Oczywiście	 ,	
jeśli	macierz		jest	diagonalna,	co	w	przypadku	rozkładu	normalnego	jest	rów‐
noważne	niezależności	składowych	wektora	 , 	 , … , 	 .	Wzory	określają‐
ce	 dystrybuanty	 zmiennych	 losowych	  	 i	 0 	 oraz	 dyskusję	 problemu	
ujemnych	 wartości	 zamieszczono	 w	 poprzednim	 rozdziale,	 a	 gęstość	  	
przedstawiono	na	rycinie	4.2.1.	
Wobec	 zależności	 1 ,	 pomiędzy	 dwoma	 kapitalizacjami	 o	 stałej	
efektywności,	k‐tym	okresie,	mamy	odpowiednik	twierdzenia	4.1.4	dla	rozkła‐




ciągła	 ze	 stałą	 (w	 i‐tym	 okresie)	 nieujemną	 stopą	 procentową	 ri,	 a	 wektor	
, 	 , … , 	 	ma	n‐wymiarowy	rozkład	normalny	Nn(,	)	z	wektorem	war‐
tości	 oczekiwanych	 	 oraz	 dodatnio	 określoną	 macierzą	 kowariancji	 .	
Wówczas	 funkcja	 akumulacji	 kapitału	 	 ma	 jednowymiarowy	 rozkład	
LN , 	 	oraz	 	ma	 rozkład	 LN ln , .	 Losowa	 funkcja	 dys‐
konta	  	ma	 rozkład	 LN – , 	 ,	 a	 zmienna	 losowa	 0 	 ma	 rozkład	






‐normalny	 z	 	 i	 0,04	 ∙ 	 .	Obliczyć	oczekiwaną	wysokość	
straty	z	tej	inwestycji	pod	warunkiem,	że	strata	wystąpi.		
Rozwiązanie. 	 W	 chwili	 0	 za	 kwotę	 	 kupujemy	
	
	
	 akcji	 po	 cenie	 .		




















































Podobne	 obliczenia	 przeprowadzamy,	 wyznaczając	 prawdopodobieństwo	
ogonowe	dla	wartości	zagrożonej	(tail	value	at	risk)	w	następnym	przykładzie.		
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Przykład	4.3.2.	 [E09.10.2006]	 Inwestujemy	na	giełdzie	kwotę	 .	Po	12	mie‐
siącach	 stan	 naszego	 rachunku	maklerskiego	wynosi	 .	 Oceniamy,	 że	 wynik	
inwestycji	 	ma	rozkład	 logarytmiczno‐normalny	ze	 średnią	1	 i	odchyle‐
niem	standardowym	a	>	0.	Znajdź	wzór	określający	prawdopodobieństwo	ogo‐
nowe	 dla	 wartości	 zagrożonej	 (tail	 value	 at	 risk)	 | ,	







2 2 2 2 ,	



























W	 procesach	 autoregresji	 rzędu	m	 (m	 =	 1,	 2,	 …)	 zakłada	 się,	 że	 wartość	
oczekiwana	procesu	w	chwili	n	 zależy	od	 (n	–	m)	poprzednich	wartości,	 a	za‐
leżność	ta	ma	charakter	liniowy.	Zatem,	ciąg	wartości	oczekiwanych	zmiennych	
losowych	 tworzących	 proces	 losowy	 jest	 ciągiem	 rekurencyjnym,	 dla	 którego	
łatwo	 można	 wyznaczyć	 charakterystyki	 probabilistyczne	 [2].	 Rozważmy,	 na	
przykład,	proces	autoregresji	rzędu	II.	
|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
Twierdzenie	 4.3.3.	 [12]	 Załóżmy,	 że	 chwilowe	 stopy	 zwrotu	 z	 inwestycji	
w	 kolejnych	 okresach	 podlegają	procesowi	 autoregresji	 rzędu	 2	 (AR(2)),	
czyli	tworzą	ciąg	zmiennych	losowych	(ri)	określony	w	następujący	sposób:	
	 ̅ ̅ ̅ ,	
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|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
gdzie	 ̅	 jest	długoterminową	średnią	stopą	zwrotu,	 i	 	stałymi	spełnia‐
jącymi	warunki:	











, ∙  1   ,	
gdzie	  












procesem	 autoregresji	 I	 rzędu	 ze	 średnią	 (długoterminową	 efektywną	 stopą)	
0,09	 i	 wariancją	 0,003	 oraz	 kowariancją	 pomiędzy	 sąsiednimi	 wartościami	
równą	 0,002.	 W	 trzecim	 roku	 chwilowa	 stopa	 wyniosła	 6,75%.	 Jakiej	 stopy	
oczekujemy	w	roku	następnym?		
Rozwiązanie. 	 Rozważamy	 proces	 autoregresji	 I	 rzędu	 postaci	 ̅
	 ̅ ,	 stąd	 ̅ ̅ .	 Zauważmy,	 że	 0,		
a	równanie	charakterystyczne	ma	postać	1	–	k1		x	=	0,	z	pierwiastkiem	x	=	1/k1.	
Stąd	1	=	k1	 i	2	=	0	(równanie	 jest	 liniowe,	brak	drugiego	pierwiastka).	Dalej	
otrzymujemy		=	1,	 , ∙ 	 ,	stąd	k1	=	2/3.	Znając	wszyst‐
kie	parametry	procesu,	obliczamy	prognozę	na	czwarty	rok	





Definicja	4.3.1.	Ciąg	zmiennych	losowych	 :  0 ,	przyjmujących	warto‐
ści	w	pewnym	zbiorze	przeliczalnym	 , , … ,	nazywamy	łańcuchem	
Markowa,	 gdy	 dla	 dowolnego	 	 i	 dowolnych	 , 	 , … , 	 	 takich,	 że	
, … , 0,	zachodzi	równość	
	 	|	 , … , | .	
Zależności	pomiędzy	zmiennymi	losowymi	 	i	 	w	łańcuchu	Markowa	
pokazuje	 macierz	 przejścia	 Pn.	 Macierz	 ta	 ma	 elementy	 postaci	 ,
	 | .	 Jest	 macierzą	 stochastyczną,	 czyli	 taką,	 dla	 której	
suma	elementów	każdego	wiersza	jest	równa	1.	W	zastosowaniach	najczęściej	
posługujemy	się	 jednorodnymi	 łańcuchami	Markowa,	czyli	 takimi,	dla	których	
macierze	Pn	są	identyczne	(i	równe	macierzy	P0).		
Wielką	zaletą	jednorodnych	łańcuchów	Markowa	jest	możliwość	uzyskania	
rozkładu	 zmiennej	 losowej	Xn	 przez	 pomnożenie	 wektora	 rozkładu	 zmiennej	
losowej	X0	przez	n‐tą	potęgę	macierzy	P0.	Często	definiuje	się	 jednorodne	łań‐
cuchy	Markowa,	podając	jedynie	zmienną	losową,	od	której	startuje	proces	oraz	
macierz	 przejścia.	 Znając	 prawdopodobieństwo	 a	 priori,	 można	 stwierdzić,	
gdzie	i	z	jakim	prawdopodobieństwem	zakończy	się	proces	po	n	krokach.	









tość	 bieżąca	 inwestycji	 wyniosła	 0	 dla	 0,4	 i	 0,9?	 Stała	 intensywność	
oprocentowania	wynosi			=	0,1.	
Rozwiązanie. 	Oczekiwana	wartość	bieżąca	inwestycji	to	wartość	oczekiwana	
zmiennej	losowej	NPV	o	wartości	215 ∙ 	 , 	z	prawdopodobieństwem	p	i	war‐
tości	100	 ∙ 	 , 	z	prawdopodobieństwem	 1 .	Symbol	p	oznacza	prawdo‐
podobieństwo	zdarzenia	polegającego	na	tym,	że	na	giełdzie	w	drugim	okresie	




podobieństwa.	 Prawdopodobieństwa	 końcowe	 , 1– 	 w	 łańcuchu	Markowa	
są	iloczynami	wektora	 , 	i	macierzy	P	dla	 0,4	i	 0,9	
, ∙
0,4 0,6















3. Ciąg	 stóp	 procentowych	 brutto	 jest	 ciągiem	 niezależnych	 zmiennych	 losowych		
o	jednakowych	rozkładach	logarytmiczno‐normalnych	LN(	=	0,06;	2	=	0,01).	Zna‐





liwych	 wartości	 tej	 lokaty	 po	 roku,	 jeśli	 jej	 oprocentowanie	 brutto	 w	 kolejnych	
kwartałach	 miałoby	 niezależne	 rozkłady	 LN(0,05;	 0,0001),	 LN(0,06;	 0,0009),	
LN(0,07;	0,0009),	LN(0,08;	0,0025)?	Podać	prognozę	wartości	lokaty	na	koniec	roku	











niezależnych	 zmiennych	 losowych	 o	 rozkładach	 normalnych	 1
	 	












Wskazówka:	 Jeśli	 zmienna	 losowa	X	ma	 rozkład	 LN(,	2),	 to	 E(Xk)	=	 exp	 {k	 		 +		
+	0,5		k2		2}.		
10. Miesięczne	stopy	zwrotu	brutto	z	pewnej	inwestycji	w	kolejnych	miesiącach	tworzą	







stycji	 są	 niezależne	w	 kolejnych	 latach	 i	w	 tym	 samym	 roku	 dla	 różnych	 firm.	 Ile		
musi	wynosić	N,	aby	inwestor	miał	99%	pewności	osiągnięcia	po	trzech	latach	50%	




ponadto,	 że	 stopy	zwrotu	kapitału	 (r(t))t	w	kolejnych	okresach	podlegają	mode‐





























11.	Niech	 dla	 każdej	 inwestycji	k	 (k	 =	 1,	 2,	…,	N)	 zmienna	 losowa	Zk	 oznacza	wartość	
funkcji	akumulacji	kapitału	zainwestowanego	w	k‐tą	firmę	po	trzech	latach.	Jej	roz‐
kład	jest	następujący:		






Stosując	 metodę	 z	 podrozdziału	 4.1,	 otrzymujemy	
, 	 	 ,
√ ,





13.	W	modelu	 AR(I)	mamy	 1 ̅ 1 ̅,	










pa	 zwrotu,	 czyli	 wartość	 oczekiwana	 stopy	 zwrotu	 będącej	 zmienną	 losową.	
Jest	 to	 jedna	 z	 najważniejszych	 charakterystyk	 liczbowych	 zmiennej	 losowej,	
należąca	do	 grupy	momentów	zwykłych.	Miarą	 ryzyka	waloru	może	być:	wa‐
riancja	 (drugi	moment	 centralny)	 zmiennej	 losowej,	odchylenie	 standardo‐
we,	 semiwariancja,	 semiodchylenie,	 odchylenie	 przeciętne	 lub	 jeszcze	 inna	
statystyczna	miara	zmienności.	Większość	teorii	portfela	opiera	się	na	warto‐
ści	oczekiwanej	 (zwanej	 też	 wartością	 średnią)	 i	 odchyleniu	 standardowym	
(zwanym	ryzykiem)	 ze	względu	na	proste	związki	między	 tymi	wielkościami	
dla	pojedynczego	waloru	i	całego	portfela.	 Jako	ocenę	zależności	 liniowej	mię‐





























Wartość	 oczekiwana	 zmiennej	 losowej	 R	 oznaczającej	 prognozę	 stopy	
zwrotu	 w	 następnym	 okresie	 jest	 równa	 	=	 20  0,2	 +	 10  0,3	 +	 2  0,3	 +		
+	(–5)  0,2	=	6,6%,	czyli	0,066	w	notacji	dziesiętnej.	
Można	postąpić	inaczej;	jeśli	w	poprzednim	okresie	stopa	zysku	była	równa	
3%	 i	przypuszczamy,	 że	w	następnym	znajdzie	 się	w	granicach	od	2,5	do	4%	
oraz	nie	mamy	innej	dodatkowej	informacji,	to	zakładamy,	że	będzie	miała	roz‐
kład	jednostajny	na	przedziale	[2,5;	4].	W	tym	rozkładzie	wartość	oczekiwana	
wyniesie	 3,25,	 bo	 to	 środek	 nośnika	 rozkładu,	 czyli	 nasza	 prognoza	 wskaże	




Twierdzenie	 5.1.1.	 Jeśli	 jakaś	 charakterystyka	 instrumentu	 finansowego	
jest	zmienną	losową	o	rozkładzie	jednostajnym	na	przedziale	[a,	b],	o	gęsto‐
ści	 	 dla	 		 		 ,	 to	wartość	 oczekiwana	 tej	 charakterystyki	wy‐
niesie	 ,	a	wariancja	będzie	równa	 .	
Rozmaite	 metody	 statystyki	 matematycznej	 pozwalają	 na	 estymację,	 tj.	
oszacowanie	 wartości	 nieznanych	 parametrów	 rozkładu	 (estymacja	 parame‐
tryczna)	bądź	weryfikację	założeń	o	przyjętym	rozkładzie	(estymacja	niepara‐
metryczna,	 testy	 zgodności).	W	najprostszym	przypadku,	 jeżeli	 rozkład	praw‐
dopodobieństwa	 ma	 skończoną	 wartość	 oczekiwaną,	 a	 dysponujemy	 próbą		
n‐elementową,	 czyli	wynikami	 z	n	 poprzednich	 okresów,	 to	średnia	arytme‐
tyczna	 tych	 wyników	 jest	 estymatorem	 (nieobciążonym,	 zgodnym)	 wartości	
oczekiwanej	w	tym	rozkładzie.	Taka	ocena,	na	podstawie	danych	historycznych,	
jest	dobrym	miernikiem	w	przypadku	stabilności	rynku,	bo	sposób	ten	zakłada	
niezmienność	 rozkładu	 w	 tych	 n	 okresach.	 W	 warunkach	 dużej	 niepewności	
lepiej	 jest	 stosować	medianę,	 czyli	wartość	położoną	na	 środku	ciągu	danych,	
uporządkowanego	 w	 kolejności	 niemalejącej.	 W	modelach	 z	 rozkładem	 loga‐
rytmiczno‐normalnym	 wartość	 oczekiwana	 jest	 większa	 od	 mediany,	 może	
więc	wskazywać	zbyt	optymistyczne	prognozy.		
Jeśli	 oczekiwane	 stopy	 zwrotu	 są	 takie	 same,	 inwestorzy	 wybiorą	 walor	
charakteryzujący	 się	 mniejszą	 wariancją,	 gdyż	 to	 oznacza	 większą	 pewność	
osiągnięcia	 oczekiwanego	 zysku.	 Wśród	 miar	 ryzyka	 wariancja	 jest	 ważoną	
prawdopodobieństwami	 sumą	 kwadratów	 odchyleń	wartości	 stóp	 zwrotu	 od	
wartości	 oczekiwanej	 wynoszącej	 6,6%	w	 powyższym	 przykładzie.	 Wartość	 se‐
miwariancji	jest	ważoną	sumą	kwadratów	wyrażeń	postaci	di	=	min	{(Ri–6,6),0}.	
Odchylenie	przeciętne	 jest	 ważoną	 sumą	wartości	 bezwzględnych	 odchyleń	


























































czej	niż	wartość	oczekiwaną.	Dlatego	najczęściej	 stosowaną	miarą	 ryzyka	 jest	




zmienności	 albo	 bierzemy	 ich	 kwadraty	 (obliczając	wariancję),	 albo	wartości	
bezwzględne	 (wyznaczając	odchylenie	przeciętne).	 Semiwariancja	uwzględnia	
jedynie	 odchylenia	 poniżej	 średniej,	 ponieważ	 wyższe	 od	 przeciętnych	 stopy	
zwrotu	 są	 dla	 inwestora	 jak	 najbardziej	 pożądane.	 Pierwiastek	 kwadratowy		
z	 semiwariancji	 zwany	 jest	 semiodchyleniem	 stopy	 zwrotu	 i	 w	 podanym	
przykładzie	wynosi	około	5,7671.	
Jeśli	 zdecydujemy	 się	 narzucić	 konkretny	 rozkład,	 to	 statystyczne	metody	
estymacji	pozwolą	oszacować	 jego	parametry,	korzystając	z	danych	historycz‐
nych.	 Przykładowo	 zakładamy,	 za	 Bachelierem,	 że	 stopy	 zwrotu	 podlegają		
rozkładowi	 normalnemu.	 Wtedy	 estymatorem	 (nieobciążonym	 o	 minimalnej	
wariancji,	 zgodnym,	 największej	 wiarogodności,	 najmniejszych	 kwadratów)	
wartości	oczekiwanej	 jest	średnia	arytmetyczna	danych	historycznych.	W	przy‐
padku	 wariancji	 możemy	 wybrać	 pomiędzy	 estymatorem	 nieobciążonym,	
otrzymanym	z	metody	najmniejszych	 kwadratów,	 zwanym	wariancją	 z	 próby		
a	 asymptotycznie	 nieobciążonym	 i	 zgodnym	 estymatorem	 największej	wiary‐
godności,	zwanym	wariancją	z	populacji.	Wartość	pierwszego	z	nich	obliczamy	
jako	wariancję	 ze	wszystkimi	wagami	pi	 równymi	 (n	–	1),	 a	drugiego	na	pod‐
stawie	wszystkich	wag	pi	równych	n.	Dla	mniejszej	liczby	danych	lepszym	roz‐
wiązaniem	jest	pierwszy	estymator.	











, , , 	
zwane	 jest	kowariancją	z	próby.	 Podobnie	 jak	dla	wariancji,	 obliczając	war‐
tość	 wyrażenia	 na	 podstawie	 danych	 historycznych,	 przyjmujemy	 w	 oblicze‐
niach,	 że	wszystkie	wagi	pi	 są	 równe	 (n	–	1)	 (lub	dla	dużej	 liczby	danych:	n).	
Jeżeli	stopy	zwrotu	walorów	zmieniają	się	niezależnie	od	siebie	(zmienne	loso‐
we	 je	 reprezentujące	 są	 niezależne),	 to	 współczynnik	 korelacji	 ma	 wartość	
równą	 zeru,	 a	 jego	 oszacowanie	 nie	 powinno	 istotnie	 różnić	 się	 od	 zera.	 Za	
ewentualną	 różnicę	 odpowiadają	 błędy	 losowe,	 na	 które	 nie	 mamy	 wpływu.	




Definicja	 2.1.2	 podaje	 sposób	 określania	 stopy	 zwrotu	 z	 portfela.	 W	 świetle	








Portfel,	 o	 którym	mowa	w	 definicji	 5.2.1,	 zwany	 jest	portfelem	 dopusz‐
czalnym.	Zauważmy,	że	może	on	mieć	ujemne	udziały	(nie	wszystkie	jednocześ‐
nie!).	 Ujemną	 wartość	 udziału	 i	 interpretujemy	 jako	 krótką	 sprzedaż,	 czyli	
sprzedajemy	 i‐ty	 w	 ilości	 –i,	 którego	 w	 chwili	 obecnej	 nie	 mamy,	 ale	 zaraz	




Definicja	 5.2.2.	 Odchyleniem	 standardowym	 albo	 ryzykiem	 portfela	
dopuszczalnego	P	 składającego	 się	 z	N	walorów	o	 udziałach	 zapisanych	 za	
pomocą	 wektora	 kolumnowego	 	 =	 [1,	 …,	 N]T	 nazywamy	 wyrażenie	
√ 	,	gdzie	macierz		jest	macierzą	kowariancji	kolumnowego	wek‐
tora	losowego	R	=	[R1,	…,	RN]T.	Wyrażenie	   	nazywamy	wariancją	
portfela	P.		
Macierz	 kowariancji	 	 jest	 symetryczną,	 nieujemnie	 określoną	 macierzą	
wymiaru	N	x	N,	zawierającą	informacje	o	zależnościach	między	stopami	zwrotu.	
Elementami	 głównej	 przekątnej	 tej	 macierzy	 są	 oszacowania	 wariancji	 stóp	












 	 ∑  ∙ 2∑ ∑  ∙  ∙ ∙ ∙  , .	





 0, 1 :	 1,  , 	 √ 	 	(bez	krótkiej	sprzedaży)	
lub	  :	 1,  , 	 √ 	 	(z	krótką	sprzedażą).	
Zbiór	 ten	przedstawia	się	graficznie	na	płaszczyźnie	rozpiętej	przez	oś	ry‐
zyka	 i	 oś	wartości	oczekiwanej	 , 	w	postaci	 krzywej	 zależnej	od	pa‐
rametru	wektorowego	.	W	niektórych	modelach	rozważamy	płaszczyznę	roz‐
piętą	 przez	 wariancję	 i	 wartość	 oczekiwaną	 , .	 W	 tym	 przypadku	
odcięta	 jest	podniesiona	do	kwadratu	w	porównaniu	z	poprzednim	sposobem	
opisu	graficznego.	Ponieważ	ryzyko	i	wariancja	nie	mogą	przyjmować	wartości	
ujemnych,	 więc	 wspomniane	 zbiory	 będą	 się	 znajdować	 w	 półpłaszczyźnie	
zawierającej	nieujemne	wartości	odciętej.	
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Przykład	5.2.1.	 [E17.06.2013]	Rozważamy	 aktywa	A	 i	 B	 o	 identycznej	 cenie.	





I	 0,3 20 5	
II	 0,2 5 10	
III	 0,5 –10 20	




Rozwiązanie. 	 Posłużymy	 się	wzorami	 z	 rozdziału	 5.1.	Wartość	 oczekiwana	
portfela	 złożonego	wyłącznie	 z	 aktywów	A	będzie	wynosiła	E(RA)	 =	20  0,3	+	
+	5  0,2	–	10  0,5	=	2%,	a	złożony	tylko	z	aktywów	B	portfel	będzie	miał	oczeki‐





pi	(Ri 	–13,5)2	=	0,3  (5–13,5)2	+	0,2  (10–13,5)2	+	0,5  (20–13,5)2	=	45,25(%)2.	
Kowariancja	pomiędzy	wartościami	stóp	zwrotu	z	aktywów	może	być	obli‐
czona	na	podstawie	następującej	formuły:	
∑ , , 	=	0,3  (20	–	2)		(5	–	13,5)	+	
+	0,2  (5	–	2)		(10	–	13,5)	+	0,5  (–10	–	2)		(20	–	13,5)	=	–87(%)2.	
Rozważmy	zbiór	D	portfeli	dopuszczalnych	zawierających	w	swym	składzie	
p  100%	aktywów	A	i	(1	–	p)  100%	aktywów	B	dla	p		[0;	1]	
			 	0, 1	 :	 1,  , 	 √ 		 .	
Oczekiwane	 wartości	 tych	 portfeli	 będą	 równe	 ∙
	 1 ∙ ,	 bo		 , 1	– ,	 a	macierz	 kowariancji	walorów	wchodzą‐
cych	w	skład	portfela	mieszanego	dla	danych	z	przykładu	5.2.1	ma	postać		
 171 – 87– 87 45,25 .	
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Wariancje	portfeli	ze	zbioru	D	wynoszą	
∙ 171 1 ∙ 	45,25 2 ∙ – 87 ∙ ∙ 1– .	
Funkcja	 ta	 jest	 trójmianem	 kwadratowym	 zmiennej	p	mającym	minimum		
w	punkcie		
45,25 87
171 45,25– 2 ∙ – 87
		0,3389.	
Wartość	oczekiwana	portfela,	w	którym	33,89%	stanowią	aktywa	A,	a	resz‐
tę	 aktywa	 B,	 jest	 równa	 0,3389 ∙ 2 1	– 0,3389 ∙ 13,5		9,6%,	 a	 wa‐
riancja	 wynosi	 0,4324	 i	 jest	 najmniejsza	 dla	 rozpatrywanego	 zbioru	 portfeli	












Punkt	MV	 reprezentuje	 portfel	 o	minimalnej	wariancji	 (lub	 równoważnie:		
o	minimalnym	ryzyku)	spośród	portfeli	złożonych	wyłącznie	z	walorów	A	 i	B.	
Linią	przerywaną	zaznaczono	punkty	odpowiadające	portfelom	z	krótką	sprze‐
dażą	 jednego	 z	 rozpatrywanych	 walorów.	 Zbiór	  :	
	1,  , 	 √  	 jest	 zbiorem	 punktów	 (x,	 y)	 należących	 do	




 ∙ 171 1– ∙ 	45,25 2 ∙ – 87 1– 		
i	
2 13,5 ∙ 1– ,		
gdzie	 		.		
Zastanówmy	się	teraz,	jak	wyglądałyby	zbiory	 	i	 ,	gdyby	współczynnik	
korelacji	 przyjął	 inną	 wartość	 niż	 –0,99	 (jak	 w	 przypadku	 danych	 z	 przykł.	
5.2.1).	Rozważmy	przypadki	graniczne	 1	i	 	– 1,	zakładając,	że	pozostałe	
charakterystyki	aktywów	A	i	B	nie	uległy	zmianie.	W	tym	pierwszym	przypad‐
ku	portfel	o	udziałach	zapisanych	za	pomocą	wektora			 , 1– 	ma	wartość	
oczekiwaną	równą	
2 ∙ 13,5 ∙ 1– p 	
i	wariancję		
∙ 171 1– 	 ∙ 	45,25 2 171 ∙ 	45,25	 ∙ 	 1– 	
√171	 ∙ 	 45,25	 ∙ 	 1– .	
Stąd	jego	ryzyko	jest	równe	
√171 ∙ 45,25 ∙ 1– 		|6,3499 ∙ 6,7268|.	




Gdyby	 współczynnik	 korelacji	 między	 walorami	 A	 i	 B	 wyniósł	 	 	– 1,	 to	
wartość	oczekiwana	portfela	byłaby	równa	 2 ∙ 13,5 ∙ 1–p ,	a	ryzyko	




ku,	 gdy	 	– 1.	 Na	 odcinku	CE	 leżą	 punkty	 obrazujące	 portfele	 o	minimalnej	
wariancji	dla	różnych	wartości	współczynnika	korelacji	.	Wszystkie	mają	jed‐
nakowy	 skład	 0,3389; 	0,6611	 ,	 jednakową	wartość	 oczekiwaną	 równą	
E 		9,6%,	 ale	 różnią	 się	 ryzykiem,	 bo	 odpowiadają	 innym	 wartościom	
współczynnika	korelacji.	Wszystkie	pozostałe	przypadki	dla			 – 1, 1 	znajdą	
się	wewnątrz	obszarów	ograniczonych	wariantami	 1	i	 	– 1.		
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czynnika	 korelacji,	 jest	 domkniętym	 trójkątem	 ABC.	 Analogiczny	 zbiór	 	
uwzględniający	możliwość	krótkiej	 sprzedaży	 jest	 sumą	domkniętego	 trójkąta	
ABC	 i	dwóch	nieograniczonych	obszarów	z	brzegiem	utworzonych	przez	prze‐
dłużenia	 boków	 tego	 trójkąta	 w	 wierzchołkach	 A	 i	 B.	 Dla	 ustalonej	 wartości	
współczynnika	 korelacji		 wszystkie	możliwe	 portfele	 leżą	 na	 krzywej	 syme‐
trycznej	względem	prostej	CE,	przypominającej	kształtem	parabolę,	narysowa‐





zwrotu	 z	 akcji	 spółki	 X	wynosi	 1.	 Inwestor	 rozważa	 zakup	 akcji	 spółki	 Y,	 dla	
której	 wariancja	 stopy	 zwrotu	 wynosi	 2,25.	 Kowariancja	 pomiędzy	 stopami	
zwrotu	 z	 obu	 akcji	 wynosi	 0,53.	 Inwestor	mierzy	 ryzyko	 inwestycji	 odchyle‐














Otrzymane	wnioski	 zastosujemy	 do	 rozważenia	 ogólniejszego	 przypadku.	 Za‐
łóżmy,	 że	na	 rynku	dostępne	są	 trzy	walory	 ryzykowne:	A,	B	 i	C,	 różniące	 się	
wartościami	 oczekiwanych	 stóp	 zwrotu	 i	 wariancjami.	 Macierz	 kowariancji	
pomiędzy	tymi	walorami	ma	postać		
 ,	
gdzie	 0	 dla	 1, 2, 3	 oraz	 ∙ ∙  	 dla	wszystkich	 1, 2, 3	 oraz	
1, 2, 3	 takich,	 że	 		 .	Macierz	kowariancji	pomiędzy	zmiennymi	 losowymi	
jest	macierzą	symetryczną	i	dodatnio	określoną,	stąd	– 1  1	(dla	wszyst‐
kich	 1, 2, 3	oraz	 1, 2, 3	takich,	że	 		 )	oraz	
1 2   –  	– –  0.	
	
Ryc.	5.3.1.	 Zbiór	 portfeli	 dopuszczalnych	bez	 krótkiej	 sprzedaży	 (zbiór	D)	 i	 z	 krótką	 sprzedażą		
	 (zbiory:	D,	D1,	D2,	D3)	
Rozważamy	 zbiór	 	 portfeli	 dopuszczalnych	 bez	 krótkiej	 sprzedaży,	 zło‐
żonych	 z	walorów	A,	B	 i	 C	 (nie	wszystkie	muszą	wejść	w	 jego	 skład).	 Jest	 on	
ograniczony	 łukami	 krzywych	 składających	 się	 z	 punktów	 odpowiadających	
portfelom	 zawierającym	 tylko	 2	 walory,	 a	 takie	 krzywe	 konstruowaliśmy		
w	poprzednim	podrozdziale.	Brzegi	zbioru	 	mają	kształt	łuków	(ryc.	5.3.1).		
W	 przypadku,	 gdy	 walorów	 na	 rynku	 jest	 więcej	 niż	 3,	 rzut	 zbioru	 	 na	
płaszczyznę	 ryzyko–stopa	 zwrotu	 wygląda	 analogicznie.	 Zbiór	 DKP	 jest	 sumą	









nie	 istnieje	 inny	portfel	 o	 tej	 samej	 stopie	 zwrotu	 i	mniejszym	ryzyku	oraz	
nie	istnieje	portfel	o	tym	samym	ryzyku	i	większej	stopie	zwrotu.		
Zbiór	 D	 na	 płaszczyźnie	 ryzyko–stopa	 zwrotu	 jest	 zbiorem	 domkniętym		
i	ograniczonym	(zwartym),	a	jego	granica	efektywna	będzie	jego	brzegiem	po‐
łożonym	najbardziej	 na	 lewo	 i	 najbardziej	 u	 góry.	Na	 rycinie	 5.3.1	 jest	 to	 łuk	
krzywej	od	punktu	MV	do	A.	Zbiór	DKP	natomiast	jest	nieograniczony,	więc	nie	































ników	 Lagrange’a	 służącej	 do	 znalezienia	 ekstremum	 warunkowego.	 W	 tym	
celu	tworzymy	nową	funkcję		
,   		  1  	
i	poszukujemy	jej	minimum.	Warunkiem	koniecznym	na	to,	by	funkcja	 	miała	
















Przykład	5.3.1.	Na	pewnym	 rynku	można	kupić	 tylko	dwa	 rodzaje	walorów:		





































grange’a	 pozwala	 na	 wyznaczenie	 rozwiązania	 zagadnienia	 ∗∗∗∗ 	 poprzez	
minimalizację	funkcji		




,  , 

2		– 		 	– ∙ 	
i	szukamy	rozwiązania	tego	równania.	Mnożymy	wyrażenie	lewostronnie	przez	
 ,	otrzymując		
2 		– 		 – ∙  .	
Uwzględniając	warunki	 ∙ 	i	 1,	dostajemy	
2 		– 		 –  ∙ 1 0.	
Stąd	mamy	
 2 		–  		 	
i	podstawiamy	wynik	do	warunku	koniecznego		




2		– 2 		 ∙  		 	 ∙ m ∙
2




































Ostatni	 zapis	 jest	 jedną	 z	 postaci	modelu	 CAPM,	 który	 będzie	 przedstawiony		
w	następnym	podrozdziale.		
Można	 też	pokazać,	 że	 ∙  	 i	bez	 straty	ogólności	 założyć,	 że	
0.	















































Wektor	  	 	jest	rozwiązaniem	zagadnienia	 ∗∗∗∗ .	Ponieważ	funkcja	
 	jest	wypukła,	więc	badana	funkcja	osiągnie	minimum	w	tym	punkcie.	
Przykład	5.3.2.	Na	pewnym	 rynku	można	kupić	 tylko	dwa	 rodzaje	walorów:		




























niższy	zysk.	Pozostają	zatem	dwie	możliwości:	albo	 jest	 tylko	 jedna	stopa	bez	




ny	 dóbr	 kapitałowych	 zwany	modelem	 CAPM	 (od	 słów:	 Capital	Asset	 Pricing	
Model).	Model	ten	występuje	w	różnych	wariantach,	ponieważ	został	zapropo‐









5) inwestorzy	 podejmując	 decyzje,	 kierują	 się	 tylko	wartościami	 oczeki‐
wanymi	i	ryzykiem,	
6) inwestor	może	krótko	sprzedać	każdą	liczbę	dowolnych	akcji,	
7) każdy	 inwestor	może	bez	ograniczeń	zaciągać	pożyczkę	 lub	ulokować	
dowolną	kwotę	na	procent	równy	stopie	wolnej	od	ryzyka	 		0,	
8) inwestorzy	podejmują	decyzje	na	jeden	i	ten	sam	dla	wszystkich	okres,	





może	 wybierać	 portfele,	 które	 są	 kombinacją	 liniową	 portfeli	 efektywnych	
i	 portfela	 złożonego	wyłącznie	 z	 waloru	 bez	 ryzyka.	Wybierane	 portfele	 leżą	
więc	 na	 prostej	 przechodzącej	 przez	 punkt	 F	 (odpowiadający	 portfelowi	 bez	
ryzyka)	i	pewien	punkt	należący	do	zbioru	efektywnego.		













złożony	 ze	 wszystkich	 ryzykownych	 walorów,	 którego	 skład	 odzwierciedla	
strukturę	udziału	 tych	walorów	w	rynku,	 czyli	 jest	dobrze	 zdywersyfikowany	






Nietrudno	 pokazać,	 że	 linia	 rynku	 kapitałowego	 na	 płaszczyźnie	 ryzyko–
stopa	 zwrotu	 jest	 półprostą	 wychodzącą	 z	 punktu	 F	 i	 przechodząca	 przez	M		
o	równaniu		
	
(dla	 		0 .	W	 tym	wzorze	RF	 jest	 (stałą)	 stopą	 zwrotu	 z	waloru	 bez	 ryzyka	
(zwaną	 krótko:	 stopa	bez	 ryzyka),	RM	 jest	 (losową)	 stopą	 zwrotu	dla	 portfela	
rynkowego,	 RE	 oznacza	 (losową)	 stopą	 zwrotu	 dla	 portfela	 efektywnego,		
	 oraz	 	 są	 oszacowaniami	 ryzyk	portfela	 efektywnego	 i	 rynkowego,	 odpo‐
wiednio.	 Współczynnik	 kierunkowy	 prostej	 postaci	
	 	
	jest	 premią	 za		
ryzyko	 związane	 z	 inwestowaniem	 w	 walory	 ryzykowne	 zamiast	 w	 aktywa		
bez	 ryzyka.	 Punkt	 F	 ma	 współrzędne	 0, ,	 a	 punkt	 M	 ma	 współrzędne	
, .	
  E (Rp) 
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Z	warunków	równowagi	(equilibrium)	dla	portfeli	efektywnych	można	wy‐
prowadzić	warunki	 równowagi	dla	dowolnego	waloru.	Załóżmy,	 że	 i‐ty	walor	




współczynnik	 kierunkowy.	 W	 ostatnim	 przypadku	 portfele	 odpowiadające	
punktom	 półprostej	 FM	 byłyby	 bardziej	 efektywne	 niż	 portfel	 X,	 co	 przeczy	
założeniu	 o	 efektywności	 tego	 waloru.	 Pozostaje	 jedyna	 możliwość	 –	 punkty		
X	 i	M	 leżą	 na	 linii	 rynku	 kapitałowego.	 Dowolne	 kombinacje	 liniowe	 portfeli		
X	 i	M	 znajdują	 się	na	prostej	XM,	 która	 jest	 linią	 rynku	kapitałowego,	 czyli	 są	






















nej	 zmianie	 ,	 zwaną	 współczynnikiem	 beta	 w	 jednowskaźnikowym	
modelu	Williama	Sharpe’a	z	1964	roku.	Wstawiając	ten	wzór	do	poprzedniego,	
otrzymujemy	 linię	 rynku	 papierów	 wartościowych	 (security	 market	 line)		
w	postaci	równania	
 .	
Oczekiwana	premia	 za	 ryzyko	dla	 i‐tego	waloru	 	 jest	propor‐
cjonalna	 ze	współczynnikiem	 	 do	 premii	 za	 ryzyko	 rynkowe	 .	
Walor	 bez	 ryzyka	ma	współczynnik	 beta	 równy	 zeru,	 dla	 portfela	 rynkowego	
 1.	Walory,	 dla	 których	 1,	 zwane	 ofensywnymi,	 reagują	 gwałtowniej	
niż	rynek	na	zachodzące	zmiany.	Walory	defensywne,	z	 1,	są	mniej	wrażli‐
we	niż	portfel	rynkowy.		
Współczynnik	 beta	 dla	 portfela	 walorów	 jest	 kombinacją	 liniową	 współ‐










  E (Rp) 
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Można	 zauważyć,	 że	 równanie	 linii	 rynku	 papierów	 wartościowych	 jest	
równaniem	prostej	regresji,	dopasowywanej	metodą	najmniejszych	kwadratów	
do	k	 punktów	odpowiadających	wszystkim	możliwym	walorom	na	 rynku.	 Za‐
łóżmy,	że	pewien	portfel	X	odpowiada	punktowi	leżącemu	powyżej	linii	rynku	
papierów	 wartościowych.	 Charakteryzuje	 się	 więc	 zbyt	 dużą	 stopą	 zwrotu		
w	porównaniu	 z	dobrze	wycenionym	portfelem	X’,	 leżącym	na	 linii	 rynku	pa‐
pierów	wartościowych.	Oznacza	to,	że	został	zbyt	nisko	wyceniony	przez	rynek	
w	 porównaniu	 do	 jego	 rzeczywistej	 wartości,	 a	 to	 powoduje	 nadwyżkę	 jego	
stopy	zwrotu	ponad	przeciętną	wartość	(patrz	definicja	2.1.1).	Niska	cena	spo‐






nie	 punkt	 równowagi	 X’	 będący	 rzutem	 punktu	 X	 na	 prostą	 regresji.	 Więcej	
informacji	można	znaleźć	w	[8]	i	[14].		
























wynosi	 5,5%.	 Ponadto,	 dla	 portfela	 I	 istnieje	 dodatkowa	 premia	 za	 ryzyko	 –	
0,3%,	 będąca	 narzutem	 na	 ryzyko	 związanym	 ze	 strukturą	 portfela.	 Spośród	
podanych	stwierdzeń	wybierz	poprawne.	









E.	 Inwestycja	 w	 portfel	 I	 przyniesie	 wyższą	 stopę	 zwrotu	 niż	 inwestycja		
w	portfel	II	niezależnie	od	tego,	czy	zostanie	uwzględniona	dodatkowa	premia	
za	ryzyko	dla	portfela	I.	
Rozwiązanie. 	 Wyznaczmy	 równanie	 linii	 rynku	 papierów	 wartościowych	
 	dla	obu	portfeli.	Dla	portfela	I	mamy:	bez	uwzględ‐
nienia	 dodatkowej	 premii	 za	 ryzyko	 5,5 0,85 ∙ 3,1 8,135,	 z	 jej	
uwzględnieniem	 5,5 0,85 ∙ 3,4 8,39	 oraz	 dla	 portfela	 II	 	











Po	 odjęciu	 stronami	 dostajemy	 8 .	 Podstawiając	 do	 pierwszego	
równania,	otrzymujemy	 3%.	
Dalej	korzystamy	ze	wzorów:		




 , ∙ ∙ 	
i		
1,5 
 , ∙ ∙ .	
Korzystamy	z	tego,	że	 ,  , 	i	otrzymujemy	














































































































































obu	 akcji	w	 portfelu,	 który	 gwarantuje	maksymalną	 stopę	 zwrotu	 przy	 takim	
ryzyku.		
C.	 Zakładając,	 że	 interesuje	nas	portfel	o	oczekiwanej	 stopie	 zwrotu	 równej	7%,	
wyznaczyć	udziały	obu	akcji	w	portfelu,	który	gwarantuje	taką	stopę	zwrotu.		
10. Jakie	ryzyka	mogą	mieć	portfele	bez	krótkiej	sprzedaży	skonstruowane	z	walorów:	

























Portfel	 Sektor	 Premia	za	ryzyko	 Współczynnik	beta	
	 	 [%]	
I		 X	 4,1	 0,8			















































1 0,18 0,26 0,91 0,49
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kiwaną	 stopę	 zwrotu	 7,6%	 oraz	 ryzyko	 1,01%.	 Portfel	 po	 dołączeniu	 waloru		












1  I 	J .	
Macierz	 ta	ma	 jednakowe	 sumy	wierszy,	 dlatego	możemy	wnioskować,	 że	 portfel		
o	minimalnej	wariancji	ma	jednakowe	wagi.		
4.	 Macierz	 	 jest	 macierzą	 diagonalną	 i	 można	 ją	 zapisać	 za	 pomocą	 elementów		
na	głównej	przekątnej	jako	 diag , … , .	Stąd	wynika,	że:	





























Definicja	 6.1.1.	 Niech	 : 1 	 będzie	 ciągiem	 niezależnych	 zmiennych	
losowych	 określonych	 na	 wspólnej	 przestrzeni	 probabilistycznej	 (,	 F,	 P).	
Ciąg	losowy	 :	 1 ,	dla	którego	 ∑ 	dla	 1	nazywamy	
błądzeniem	losowym.	
Wyrazy	 ciągu	 :	 1 	 interpretujemy	 jako	 kolejne	 pozycje	 ruchomego	
punktu	na	prostej.	Ciąg	 ten,	 jak	 łatwo	zauważyć,	ma	niezależne	przyrosty.	Za‐




b)	 Bernoulliego,	 jeśli	 jest	błądzeniem	prostym	i	w	każdym	kroku	prawdo‐
podobieństwo	 ruchu	 w	 prawo	 wynosi	 p,	 a	 w	 lewo	 1 ,	 gdzie	
 0, 1 ,	
c)	 symetrycznym,	jeśli	jest	błądzeniem	Bernoulliego	i	 ,	
d)	 startującym	z	zera,	jeśli	 0 1.	
Dowody	 wszystkich	 twierdzeń	 podanych	 w	 tym	 rozdziale	 można	 znaleźć		
w	publikacji	[1].	
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 
Twierdzenie	6.1.1.	Błądzenie	 losowe	Bernoulliego	 jest	 jednorodne	w	cza‐
sie	 i	 przestrzeni,	 tj.	 dla	wszystkich	 0 prawdopodobieństwo	 dojścia	
z	punktu	 	do	 	w	 	krokach	jest	równe	prawdopodobieństwu	dojścia	
z	punktu	0	do	 	w	tej	samej	liczbie	kroków,	co	można	zapisać	jako	
	|	 | 0 .	
Błądzenie	 losowe	 jest	 łańcuchem	Markowa	 (patrz	 definicja	 4.3.1),	 bo	 za‐
chodzi	następujące	twierdzenie:	
|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
Twierdzenie	 6.1.2.	 Błądzenie	 losowe	 Bernoulliego	 ma	 własność	 Marko‐	
wa,	tj.	
	|	 , , … , 	|	 	





W	 literaturze	 najczęściej	 rozważa	 się	 błądzenie	 losowe	 proste	 startujące		
z	zera,	ponieważ	 jeśli	mamy	dany	ciąg	 ∗ ,	gdzie	 ∗ ∗ ∗ ,	będący	błą‐
dzeniem	 losowym	o	 y	 jednostek	w	 każdym	 kroku,	 startujący	 z	 punktu	 0,		
to	 przeskalowanie	
∗
	 oraz	 przesunięcie	 ∗ 	 przekształcają	 je		
w	błądzenie	proste	startujące	z	zera	 .	
Oznaczmy	przez	 , 	położenie	ruchomego	punktu	po	n	krokach	w	pozycji	




Twierdzenie	6.1.3.	Dla	dowolnych	 ,  N	oraz	 ,  	takich,	że	 ∙ 0	
liczba	ścieżek,	po	których	może	iść	ruchomy	punkt	z	 , 	do	 , ,	do‐
chodzących	do	osi	odciętych	lub	ją	przekraczających,	jest	taka	sama,	jak	licz‐
ba	ścieżek	z	punktu	 , – 	do	 , .		
Dowód	 twierdzenia	 6.1.3,	 zwanego	 zasadą	 odbicia	 i	 sformułowanego	 przez	
Andrieja	Kołmogorowa,	 opiera	 się	 na	 równoliczności	 zbioru	 ścieżek	 z	 punktu	
, 	do	 , ,	dochodzących	do	osi	odciętych	 lub	 ją	przekraczających	ze	
zbiorem	 ich	 obrazów	 po	 pewnym	 przekształceniu.	 Transformacja	 ta	 odcinek	
każdej	ścieżki	od	początku	(punktu	 , )	do	pierwszego	przecięcia	z	osią	od‐
ciętych	 zastępuje	 odbiciem	 symetrycznym	 względem	 osi	 poziomej,	 a	 resztę	
ścieżki	pozostawia	bez	zmian	(ryc.	6.1.2).	
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Twierdzenie	6.1.4.	Dla	dowolnych	  ,	 ϵ ,	| | ,	liczba	ścieżek	 , 	
z	punktu	 0, 	0 	do	 , 	 	jest	równa		
, 2
, gdy	 	jest	parzyste,











Twierdzenie	6.1.5.	Dla	dowolnych	  ,	 ϵ ,	 0,	liczba	dodatnich	ście‐
żek	z	punktu	 0, 	0 	do	 , ,	jest	równa	
, .		
Z	uwagi	na	symetrię	jest	tyle	samo	ścieżek	ujemnych	z	punktu	 0, 0 	do	 , 	
(dla	 		 ,	 		 ,	 0).	 Liczba	 ścieżek	 nieujemnych	 z	 punktu	 0, 0 	 do	





Jest	 to	 również	 liczba	 ścieżek	 niedodatnich,	 z	 punktu	 0, 0 	 do	 , ,	 dla	
		 ,	 	 ,	 0.	
Rozważa	się	też	dotarcie	ścieżki	na	ustalony	poziom	po	raz	pierwszy.	
|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
Definicja	6.1.4.	 Ścieżkami	osiągającymi	 0	po	 raz	pierwszy	w	n‐tym	
kroku	nazywamy	ścieżki	z	 0, 0 	do	 , 	takie,	że	wszystkie	pośrednie	po‐
łożenia	są	w	punktach	 ,	dla	i	=	1,	…,	n	–	1.	
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Analogicznie	 określmy	 ścieżki	 osiągające	 0	 po	 raz	 pierwszy	 w	 n‐tym	
kroku	jako	ścieżki,	dla	których	położenia	pośrednie	 ,	dla	i	=	1,	…,	n	–	1.	
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 
Twierdzenie	6.1.6.	Liczba	ścieżek	wychodzących	z	 0, 0 	i	osiągających	po‐
łożenie	 , ,	dla	 0,	po	 raz	pierwszy	w	n‐tym	kroku	 jest	 równa	 liczbie	
dodatnich	ścieżek	z	punktu	 0, 0 	do	 , .	
	
Ryc.	6.1.3.	Obrót	układu	współrzędnych	o	kąt	półpełny	dookoła	punktu	 , 	
Dowód	wynika	z	faktu,	że	ścieżki	wychodzące	z	 0, 0 	i	osiągające	położenie	
, ,	dla	 0,	po	raz	pierwszy	w	n‐tym	kroku,	po	obrocie	układu	współrzęd‐











prawdopodobieństw	 w	 produktowej	 przestrzeni	 probabilistycznej	 (,	 F,	 P)n.	
Każdej	ścieżce	przypisuje	się	prawdopodobieństwo	dotarcia	ruchomego	punktu	
od	jej	początku	do	jej	końca	w	błądzeniu	losowym,	w	którym	prawdopodobień‐
stwo	„kroku	w	prawo”	wynosi	 ,	a	 „kroku	w	lewo”	1 	(gdzie	 		 0, 1 	 jest	
parametrem	 charakteryzującym	 błądzenie	 losowe	 Bernoulliego).	 Liczba	 ście‐
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żek,	które	startując	z	pewnego	punktu,	docierają	do	tego	samego	celu	w	tej	sa‐
mej	liczbie	kroków,	wynosi	 	 	 ,	gdzie	 	jest	liczbą	kroków,	a	 	różnicą	mię‐




	 	 	 	
	 „kroków	w	 lewo”,		
a	 różnią	 się	kolejnością	 ich	wykonania.	Do	 identyfikacji	 ścieżki	potrzebne	 jest	


























na	 zbiorze	 	wszystkich	 ścieżek	długości	 .	 Ten	 rozkład,	 zwany	dwumiano‐
wym,	 jest	 indukowany	 przez	 parametr	 	w	 rozkładzie	 Bernoulliego,	 któremu	
podlega	prawdopodobieństwo	P.		
Możemy	 też	 rozważać	 nieskończony	 ciąg	 przestrzeni	 probabilistycznych	
, , 	 	 .	 Wykorzystując	 własności	 miar	 probabilistycznych,	 można	 osza‐
cować	 prawdopodobieństwo,	 że	 kiedykolwiek	 błądzenie	 losowe	 powróci	 do	
punktu	startu.	
|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
















Twierdzenie	6.1.10.	Dla	dowolnych	  ,	 ϵ ,	b		0	oraz	b		k		a,	w	błą‐
dzeniu	losowym	Bernoullego,	startującym	z	punktu	k,	prawdopodobieństwo	
osiągnięcia	 punktu	 a	 (wygranej)	 przed	 osiągnięciem	 punktu	b	 (ruiną),	 wy‐
nosi:	
	 , jeśli	 		 ,		
, jeśli	 .	
Prawdopodobieństwo	ruiny	przed	satysfakcjonującym	końcem	gry	to:	
	 , jeśli	 		 ,		
, jeśli .	
Przykład	 6.1.1.	 Obecna	 cena	 pewnej	 akcji	 wynosi	 5	 PLN.	 Zakładamy,	 że		


















dociera	 do	 punktu	 4.	 Oczywiście	 prawdopodobieństwo	 wzrostu	 o	 1	 wynosi		





.	 Idąc	 taką	 ścieżką,	wykonamy	7	 kroków	w	górę	 i	 3	 kroki		
w	dół.	Zatem,	szukane	prawdopodobieństwo	wyniesie	 10
7
∙ 	 ∙ 	 .	
(ii)	Stosujemy	zasadę	odbicia.	Od	liczby	wszystkich	ścieżek	z	punktu	 0, 5 	
do	punktu	 20, 3 	odejmujemy	ścieżki	z	(0,	–5)	do	punktu	 20, 3 .	Zatem,	liczba	
szukanych	ścieżek	wynosi	






liczby	 wszystkich	 ścieżek	 dodatnich,	 które	 z	 0, 0 	 dochodzą	 do	 		
w	 	krokach,	w	stosunku	do	liczby	wszystkich	ścieżek,	które	z	 0, 0 	do‐
chodzą	do	 	w	 	krokach,	jest	równa	
, ∶ 	 , .	
(iv)	Należy	wyznaczyć	prawdopodobieństwo	powrotu	do	zera	w	n	krokach.	
Jeśli	 n	 jest	 liczbą	 nieparzystą,	 to	 prawdopodobieństwo	 to	 jest	 równe	 0.	 Jeśli		
n	 jest	 liczba	parzystą,	to	liczba	wzrostów	i	spadków	ceny	musi	być	taka	sama.	
Zatem,	szukane	prawdopodobieństwo	wyniesie	

















Instrumenty	 finansowe,	 przedmiot	 obrotu	na	 rynkach	 finansowych,	 dzielą	 się	
na	 trzy	 kategorie:	 instrumenty	podstawowe,	 zwane	 też	 prostymi	 lub	 bazo‐













twierdza	 zaciągnięcie	 pożyczki	 u	 właściciela	 obligacji	 w	 określonej	 kwocie		
i	zobowiązuje	się	jednocześnie	do	zwrotu	tej	kwoty	w	ustalonym	z	góry	termi‐
nie,	 a	 także	 do	 zapłaty	 odsetek	 określonych	 w	 momencie	 emisji	 i	 liczonych		
w	 stosunku	do	nominalnej	 kwoty	pożyczki.	Obligacje	 (państwowe)	uznawane	
są	za	instrumenty	bez	ryzyka.	














sprzedaży	 (dla	 opcji	 sprzedaży)	 instrumentu	 bazowego	 w	 określonym	 dniu	




















































































instrumentów	 finansowych	 będących	 kombinacją	 derywatów	 lub	 instrumen‐
tów	bazowych	z	różnymi	terminami	wykonania,	różnymi	cenami	itp.	Rozróżnia	
się	 cztery	 rodzaje	 transakcji	 na	 rynku	opcji.	 Z	 każdą	 transakcją	 związany	 jest	




opcji	 kupna	 C0	 przeliczoną	 na	 moment	 T,	 a	 P	 jest	 ceną	 opcji	 sprzedaży	 P0		
w	chwili	T.	
Przykład	 6.2.1.	 [E05.12.2005]	 Bieżące	 ceny	 rocznych	 europejskich	 opcji	 na	
akcje	spółki	X	
Cena	wykonania 50 60 70	
Cena	opcji	kupna		 15 9 5	





cena	 akcji	 będzie	 większa	 lub	 równa	 70.	 Ile	 wynosi	 cena	 takiego	 instrumen‐	
tu	 przy	 założeniu	braku	kosztów	 transakcyjnych	oraz	 braku	możliwości	 arbi‐
trażu?	






Teraz	 odtwarzamy	 konstrukcję	 instrumentu,	 korzystając	 z	 wykresów	 lub	
wzorów	zamieszczonych	w	tabeli	6.2.1	jako	2		(60	–	ST)	–2		(ST	–	50)	+	3		(ST	–	70).	










riancji	 rocznej	 stopy	 zwrotu	 z	 portfela	 2	 do	 wariancji	 rocznej	 stopy	 zwrotu		
z	portfela	1.	
Rozwiązanie . 	Niech	X	będzie	zmienną	losową	modelującą	cenę	akcji	spółki		
za	 rok.	 Ta	 zmienna	 losowa	 podlega	 rozkładowi	 jednostajnemu	 na	 przedziale	
(20,	100)	o	gęstości	
1


























zakup	 pierwszego	 portfela	 to	 50	 jednostek	 pieniężnych	 na	 każdą	 akcję,	 a	 na	
zakup	drugiego	po	10	jednostek	na	każdą	opcję.	






Model	 wyceny	 europejskich	 opcji	 kupna	 i	 sprzedaży	 sformułowali	 John	 Cox,	
Stephen	 Ross	 i	 Mark	 Rubinstein	 w	 pracy	 pt.	 Option	 pricing.	 A	 simplified		
approach,	zamieszczonej	w	„Journal	of	Financial	Economics”	w	1979	roku.	Bę‐
dziemy	oznaczać	go	skrótem	CRR.	




ległym,	horyzontem	czasowym	T*	=	N,	czyli	 		 0, 1, … , N .	
W	chwili	 0	wartość	obligacji	wynosi	 0	i	ewoluuje	w	ten	sposób,	że	
w	momencie	n	 (0 N)	wartość	obligacji	wzrasta	do	 1 ,	 tworząc	
deterministyczny	 proces	 ,	 zwany	 też	 procesem	 konta	 bankowego.	 Jedno‐	
okresowa	 stopa	 zwrotu	 dla	 akcji	 może	 wynieść	 u	 z	 prawdopodobieństwem		
p	 (p		 (0,	 1))	 lub	 d	 z	 prawdopodobieństwem	 1 ,	 w	 każdym	 okresie.		
Z	 tego	 wynika,	 że	 cena	 akcji	 podlega	 pewnego	 rodzaju	 błądzeniu	 losowemu.		
W	chwili	n	=	1	cena	akcji	w	przypadku	hossy	wzrośnie	(up	–	stąd	oznaczenie	u)	
do	 	 albo	w	przypadku	bessy	 (down)	 spadnie	do	 .	W	drugim	
kroku	 mamy	 trzy	 możliwe	 do	 osiągnięcia	 wartości	 ceny	 akcji:	
	 	 ,	z	prawdopodobieństwem	 ,	 ,	z	praw‐
dopodobieństwem	 2 ,	 oraz	 ,	 z	 prawdopodobieństwem	 .	
W	momencie	n	cena	zmienna	losowa	reprezentująca	cenę	akcji	przybiera	jedną	






każdego	 instrumentu	 finansowego	 istnieje	 strategia	 generująca	 ten	 instru‐
ment.	W	przeciwnym	wypadku	rynek	nazywamy	niezupełnym	(incomplete).	
Strategia	inwestycyjna	jest	to	wektor	opisujący	skład	portfela	zakupionego	










Miara	 ta	 zwana	 jest	 również	miarą	obojętną	wobec	 ryzyka,	miarą	arbitra‐
żową	(risk‐free	measure,	risk‐neutral	measure).	
|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||












su).	 Kupujący	 europejską	 opcję	 kupna	 na	 tę	 akcję	 płaci	 sprzedającemu	 opcję	
kwotę	C0	w	chwili	t	=	0,	a	w	zamian	otrzymuje	prawo	do	kupna	1	akcji	w	chwili	
N	 po	 cenie	wykonania	K	 zamiast	 na	 rynku	 po	 cenie	 SN.	Może	 się	 zdarzyć	
jedna	z	trzech	możliwości	(stąd	nazwa	instrumentu	finansowego	–	opcja):	
K		 S K 0	opcja	kupna	jest	w	cenie
K		 S K 0	opcja	kupna	jest	po	cenie





K		 K S 0	opcja	sprzedaży	nie	jest	w	cenie
K		 K S 0	opcja	sprzedaży	jest	po	cenie
K		 K S 0	opcja	sprzedaży	jest	w	cenie.
	
Rozważmy	portfel	 ,  	składający	się	w	chwili	n	=	0	z		obligacji	i		akcji.	
Wartość	 tego	 portfela	 wynosi	 		∙ 	 	 ∙ 	 .	 Po	 jednym	 okresie	 jego		
wartość	 albo	 wzrośnie	 do	 	∙ 1 	∙ 0,	albo	 zmaleje	 do	
	 ∙ 1 	∙ 		0.	Oczekiwana	 wartość	 portfela,	 liczona	 wzglę‐
dem	miary	bez	ryzyka,	w	chwili	 1	wyniesie	
	=	 ∙  1 ∙  1 ∙ 	 1 1 ∙  	=	
=		∙ 1  ∙ 1 0.	
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Wyrażenie	w	nawiasie	kwadratowym	 jest	wartością	oczekiwaną	zmiennej	
losowej	 	względem	miary	probabilistycznej	 , ,	co	będziemy	oznaczać	jako	





walorów	 przez	 cenę	 jednego	 z	 nich,	 który	 zwany	 jest	 numéraire.	 Tutaj	 rolę	
numéraire	 pełnić	 będzie	 funkcja	 określająca	wartość	 złotówki	w	modelu	 dys‐
kretnym,	 czyli	 funkcja	 akumulacji	 w	 kapitalizacji	 złożonej	 ze	 stałą	 stopą	 		
w	każdym	okresie	od	 1	do	 	(n	=	0,	1,	…,	N).	Dyskontujemy	wartość	oczeki‐
waną	zmiennej	losowej	 	na	chwilę	0,	dzieląc	przez	 1 1 .	
∙ ∙ 	=	 ∙ 
	 	
0.	




Warunek	 ten	 wynika	 stąd,	 że	 dodatni	 zdyskontowany	 oczekiwany	 zysk		
z	portfela	w	chwili	1	może	powstać	tylko	z	dodatniego	kapitału	początkowego	
 ∙  ∙ .	











∙ ∙ 1 .	






Ponadto,	 model	 CRR	 oparty	 jest	 na	 błądzeniu	 losowym,	 w	 którym	 ciąg	
zmian	wartości	 jest	ciągiem	niezależnych	zmiennych	 losowych	o	 jednakowym	
rozkładzie,	z	prawdopodobieństwami:	
∙ 1 1 	 ∙ .	
Proces	 ten	 jest	 jednorodny	 w	 czasie	 i	 przestrzeni	 (patrz	 twierdzenie	 6.1.1),	
więc	aby	w	żadnym	momencie	nie	pojawiła	się	możliwość	arbitrażu,	prawdo‐
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wykonania	 za	 6	miesięcy	 i	 ceną	wykonania	 20,	wynosi	 1,25.	 Ponadto,	 roczna	
stopa	 wolna	 od	 ryzyka	 to	 6%.	 Które	 z	 poniższych	 stwierdzeń	 są	 prawdziwe	




B.	Istnieje	 możliwość	 osiągnięcia	 zysku	 arbitrażowego	 w	 wysokości	 0,15,	
jeśli:	kupimy	opisaną	opcję	kupna,	sprzedamy	0,25	akcji	i	złożymy	depo‐
zyt	w	wysokości	3,40.	
C.	 Istnieje	 możliwość	 osiągnięcia	 zysku	 arbitrażowego	 w	 wysokości	 0,15,	
jeśli:	 sprzedamy	 opisaną	 opcję	 kupna,	 kupimy	 0,25	 akcji	 i	 zaciągniemy	
pożyczkę	w	wysokości	3,40.	
D.	Istnieje	 możliwość	 osiągnięcia	 zysku	 arbitrażowego	 w	 wysokości	 0,30,	
jeśli:	kupimy	opisaną	opcję	kupna,	sprzedamy	0,5	akcji	i	złożymy	depozyt	
w	wysokości	9,05.	
E.	Istnieje	 możliwość	 osiągnięcia	 zysku	 arbitrażowego	 w	 wysokości	 0,30,	
jeśli:	sprzedamy	opisaną	opcję	kupna,	kupimy	0,5	akcji	i	zaciągniemy	po‐
życzkę	w	wysokości	9,05.	
Rozwiązanie. 	 Zbadajmy	 najpierw	 istnienie	 miary	 bez	 ryzyka.	 Ze	 wzoru	
	 	







Strategia	 t	=	0	 t = Nhossa	
t	=	N	
bessa	
B	 – – 3,4	=	–0,15	 – – 3,5	=	0	 – 3,5	=	0	
C	 – 3,4	=	0,15	 – – – 3,5	=	0	 – 3,5	=	0	
D	 – – 9,05	=	–1,3	 – – 9,32	=	2,32	 – 9,32	=	0,32	





gia	 C	 przyniesie	 stratę	 (–0,15)	 zamiast	 zysku.	 W	 przypadku	 strategii	 D	 zysk	
może	 wynieść	 2,32	 –	 (–1,3)	 =	 3,62	 z	 prawdopodobieństwem	 0,5675	 lub	






Definicja	 6.3.2.	 Portfel	 albo	 strategię	 nazywamy	 samofinansującym/cą	




życzkę	w	wysokości	|| ∙ 	w	chwili	0	kupujemy		akcji	po	 	za	sztukę.	Wtedy	
	<	0	(pożyczka),		>	0	(zakup),	a	początkowa	wartość	portfela	wynosi	zero,	
	 ∙ 	 ∙ 0.	
Wartość	końcowa	takiego	portfela	w	warunkach	braku	możliwości	arbitra‐
żu	 też	 będzie	 równa	 zeru,	 tak	 samo	 jak	 wartość	 oczekiwana	 portfela	 liczona	
względem	miary	bez	ryzyka.	
||||||||||||||||||||||||||||| 
Definicja	 6.3.3.	 Mówimy,	 że	 portfel	 replikuje	 instrument	 finansowy,	 jeśli	
wartości	obu	są	identyczne	w	każdej	chwili.	
Załóżmy	 teraz,	 że	portfel	 (,	)	 składający	się	w	chwili	n	=	0	z		obligacji		
i		 akcji	 replikuje	 europejską	 opcję	 kupna	 na	 te	 akcje.	 Zatem,	w	 chwili	n	 =	 0	
wartość	portfela	 	 jest	równa	cenie	za	te	opcje,	czyli	 .	 Jeśli	na	giełdzie	
zdarzy	 się	 hossa,	 to	  ∙ 1  ∙ 	 K,	 jeśli	 bessa,	 to	
















Znaki	 wyrażeń	 	 0	i	 	 0	oznaczają:	 aby	 zreplikować	 opcję,	 należy	
przyjąć	długą	pozycję	w	akcjach	i	wziąć	pożyczkę	na	zakup	obligacji.	Sprawie‐
dliwa	cena	(w	chwili	0)	za	europejską	opcję	kupna	powinna	wynieść	

















































1,03 42 40 ∙ , 		6,84.	
	








w	okresie	do	momentu	 realizacji	 opcji	 (z	uwzględnieniem	ceny	początkowej),		
o	ile	ta	różnica	jest	dodatnia.	Jaką	maksymalną	cenę	zapłaciłby	inwestor	za	ame‐
rykańską	opcję	„kupna	po	cenie	minimalnej”	na	akcje	spółki	X,	jeśli	wymaga,	aby	
oczekiwana	 stopa	 zwrotu	 z	 inwestycji	 w	 opcję	 wyniosła	 przynajmniej	 10%		
w	skali	jednego	okresu?	Opcja	jest	ważna	od	chwili	obecnej	przez	dwa	okresy.	
Rozwiązanie. 	Zacznijmy	od	wyznaczenia	wypłat	z	opcji	na	końcu	drugiego	okre‐
su,	 jeśli	 jej	 nie	 zrealizowano:	 72 50 22,	 54 50 4,	
54 45 9,	 40,5 40,5 0.	 Przy	 wycenie	 we	 wcześniej‐
szych	okresach	wyznaczamy	większą	z	dwóch	wartości.	Pierwsza	 to	zdyskon‐
towana	 o	 jeden	 okres	 wartość	 oczekiwana	 (względem	 miary	 bez	 ryzyka)	
zmiennej	 losowej	 wskazującej	 możliwe	 wypłaty	 w	 następnym	 kroku	 ścieżki	
zmian	 ceny,	 jeśli	 teraz	 czekamy	 z	 realizacją	 opcji.	 Druga	wartość	 to	 zysk	 lub	
strata	z	instrumentu	podstawowego,	gdyby	w	tej	chwili	zrealizować	opcję.	Stąd	
max
	∙	 , 	 	 	∙	 ,
,
, 60 50 13,45,	
max
	∙	 , 	 	 	∙	 ,
,
, 40 50 4,91,	






Warunek	 	 / 1 	można	zapisać	w	ogólniejszej	postaci	
jako	 / 1 ,	 ze	 wyglądu	 na	 jednorodnodność	 błądzenia	






















4.	Jeżeli	 zmienna	 losowa	X	 jest	mierzalna	względem	‐algebry	G,	 zmienna	
losowa	Y	jest	całkowalna	i	zmienna	losowa	X		Y	jest	całkowalna,	to	










Definicja	6.4.2.	Proces	 losowy	 : 0, 1, … 	 określony	 na	 bazie	 sto‐
chastycznej	(,	(Fn),	F,	P)	jest	martyngałem,	jeśli	
a)	 jest	 zaadaptowany	 do	 filtracji,	 tzn.	 zmienna	 losowa	Xn	 jest	Fn‐mierzalna	
(mierzalna	względem	‐algebry	Fn)	dla	każdego	n		0,	
b)	 | | ∞	dla	każdego	n		0,	
c)	 	|	 	prawie	wszędzie	względem	P,	dla	każdego	n		0.	
Przykład	6.4.1.	 [E02.06.2008]	Załóżmy,	 że	 cena	pewnego	 instrumentu	 finan‐
sowego	 jest	 zmienną	 losową	 o	 pewnym	 rozkładzie	 ze	 średnią	 zero	 i	 warian‐	
cją	1.	Rozważmy	ciąg	nieskończony	takich	wzajemnie	niezależnych	zmiennych	
losowych	 	:	 0, 1, … .	Niech	  , , … , 	będzie	‐ciałem	(‐alge‐
brą)	generowanym	przez	 , , … , .	Które	spośród	stwierdzeń	są	prawdziwe:	
(i) Proces	 ∑ 	jest	martyngałem	względem	 .	
(ii) Proces	 	jest	martyngałem	względem	 .	
(iii) Proces	 | 	jest	martyngałem	względem	 .	
Rozwiązanie. 	Wszystkie	stwierdzenia	są	prawdziwe.	 	 jest	naturalną	filtra‐
cją	procesu	losowego	 	 ∶ 	 0, 1, … ,	więc	zmienna	losowa	 	jest	mierzal‐
na	względem	 	dla	każdego	n.	
Dla	każdego	n	wartość	oczekiwana	
| | 0 ∞	
oraz	
	|	 	|	 	|	 0 ,	
czyli	(i)	jest	prawdziwe.	
Podobnie,	dla	każdego	n,	
|	 	| |	 	| |	 	| |	 	| 	=	
0 ∞	
oraz	
1 	|	 |	 1 	 	
|	 	 1 	 	
|	 2 ∙ ∙ |	 |	 	 1 	 	
2 ∙ ∙ E |	 |	 1 	
0 1 0 1 ,	
czyli	(ii)	jest	prawdziwe.	
W	trzecim	przypadku,	dla	każdego	n,	mamy	 | E 0.	
	
122	
Miara	 probabilistyczna,	 przy	 której	 proces	 losowy	 	:	 0, 1, … 	jest	
martyngałem,	 nazywa	 się	miarą	martyngałową.	 Okazuje	 się,	 że	 miara	 bez	
ryzyka,	względem	której	wyceniamy	walory,	 jest	równocześnie	miarą	martyn‐
gałową,	 a	 zdyskontowane	 procesy	 w	 modelu	 CRR:	 ,	 	oraz	










dopodobieństwem	p[0,	 1]	 lub	 odjęta	 kwota	 	=	 B	 PLN	 z	 prawdopodobień‐
stwem	q		 [0,	1],	gdzie	A,	B	>	0.	Każdego	dnia	ma	miejsce	albo	powiększenie,	
albo	pomniejszenie	funduszu	i	zdarzenia	te	są	niezależne.	Załóżmy,	że	pan	Jan	
każdego	 dnia	 otrzymuje	 informację	 o	 tym,	 czy	 kwota	 Xn	 została	 dodana,	 czy	
odjęta.	 Zdefiniujmy	 proces	 	 ∶ 	 0, 1, … 	 stanu	 funduszu	 pana	 Jana	 na	
dzień	 n	 jako	 ∑ 	 i	 określmy,	 które	 z	 poniższych	 stwierdzeń	 są	
prawdziwe.		
(i)	 Proces	 	 ∶ 	 0, 1, … 	jest	martyngałem	względem	naturalnej	filtra‐
cji	procesu	 	 ∶ 	 0, 1, … .	
(ii)	 Proces	 	 ∶ 	 0, 1, … 	jest	martyngałem	względem	naturalnej	filtra‐
cji	 procesu	 	 ∶ 	 0, 1, … ,	 jeżeli	 początkowa	 kwota	 wynosiłaby		
S0	=	0	PLN.		
(iii)	Proces	 	 ∶ 	 0, 1, … 	jest	martyngałem	względem	naturalnej	filtra‐
cji	 procesu	 	 ∶ 	 0, 1, … ,	 jeżeli	 początkowa	 kwota	 wynosiłaby		
	=	0	PLN,	a	p	=	q	=	½	niezależnie	od	wysokości	wpłat/wypłat	A,	B.		
(iv)	Proces	 	 ∶ 	 0, 1, … 	 zwrotów	 z	 funduszu	 określony	 jako	
	 	 	 ∑ 	jest	martyngałem	względem	naturalnej	filtra‐
cji	 procesu	 	 ∶ 	 0, 1, … 	 dla	 dowolnej	 kwoty	 początkowej	 i	 do‐
wolnych	p,	q	>	0,	p	+	q	=	1,	jeżeli	A	=	B	=	1	PLN.	
(v)	 Proces	 	 ∶ 	 0, 1, … 	 zwrotów	 z	 funduszu	 określony	 jako	
	 	 	 ∑ 	jest	martyngałem	względem	naturalnej	filtra‐
cji	 procesu	 	 ∶ 	 0, 1, … 	 dla	 dowolnej	 kwoty	 początkowej		
i	 ,	 .		
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Rozwiązanie. 	 Tylko	 ostatnie	 stwierdzenie	 jest	 prawdziwe.	 Proces	
	 ∶ 	 0, 1, … 	 jest	 martyngałem	 względem	 naturalnej	 filtracji	 procesu	
	 ∶ 	 0, 1, … ,	jeśli		
	|	 	|	 	|	 	 0 	 ,	





Jak	 wspominaliśmy	 w	 rozdziale	 4.3,	 dla	 jednorodnego	 łańcucha	 Markowa	
	: 	 0, 	1, 	 … 	można	zdefiniować	macierz	przejścia	P0	ze	stanu	i	w	n‐tym	





1 0 0 0  	0














































1000,	 z	 kuponem	 w	 wysokości	 4%	 wartości	 nominalnej,	 płatnym	 na	 koniec	
roku.	 Do	 wyceny	 obligacji	 korporacyjnych	 wykorzystujemy	 model	 oparty	 na	
ratingu	kredytowym	emitenta	i	mający	następujące	założenia:	
a) możliwe	są	trzy	ratingi	kredytowe	A,	B	lub	C;	








C,	 to	 do	 dyskontowania	 przepływów	 pieniężnych	 z	 wyemitowanych	
przez	niego	obligacji,	przypadających	na	dany	rok,	używamy	odpowied‐









AAA 	 0,7		0,7	=	0,49	 40		0,95	+	40		0,952	+	1040		0,953	=	965,77	
AAB 	 0,7		0,2	=	0,14	 40		0,95	+	40		0,952	+	1040		0,9		0,952	=	918,84	
AA C 	 0,7		0,1	=	0,07	 40		0,95	+	40		0,952	+	1040		0,85		0,952	=	871,91	
ABA 	 0,2		0,3	=	0,06	 40		0,95	+	40		0,9		0,95	+	1040		0,9		0,952	=	916,94	
ABB 	 0,2		0,5	=	0,10	 40		0,95	+	40		0,9		0,95	+	1040		0,92		0,95	=	872,48	
AB C 	 0,2		0,2	=	0,04	 40		0,95	+	40		0,9		0,95	+	1040		0,95		0,9		0,85	=	828,02	
A CA 	 0,1		0,3	=	0,03	 40		0,95	+	40		0,85		0,95	+	1040		0,952		0,85	=	868,11	
A CB 	 0,1		0,3	=	0,03	 40		0,95	+	40		0,85		0,95	+	1040		0,95		0,9		0,85	=	826,12	
A C C 	 0,1		0,4	=	0,04	 40		0,95	+	40		0,85		0,95	+	1040		0,95		0,852	=	784,13	






























F.	 Jakie	 jest	 prawdopodobieństwo,	 że	 losowo	 wybrana	 ścieżka	 nieujemna	 docho‐
dząca	do	15%	w	20	krokach	okaże	się	ścieżką	dodatnią?	








5. [E17.03.2008]	W	 uproszczonym	modelu	 rynku	 papierów	wartościowych	 zakłada‐
my,	że	stan	giełdy	opisuje	łańcuch	Markowa	czasu	ciągłego	o	dwóch	możliwych	sta‐
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a) długa	 pozycja	 call	 po	 cenie	 wykonania	 K1,	 dwie	 krótkie	 pozycje	 call	 po	 cenie		
wykonania	K2,	długa	pozycja	call	po	cenie	wykonania	K3,		
b) długa	 pozycja	 put	 po	 cenie	 wykonania	 K1,	 dwie	 krótkie	 pozycje	 put	 po	 cenie		
wykonania	K2,	długa	pozycja	put	po	cenie	wykonania	K3,		
c) długa	 pozycja	 put	 po	 cenie	 wykonania	 K1,	 dwie	 krótkie	 pozycje	 call	 po	 cenie		
wykonania	K2,	długa	pozycja	put	po	cenie	wykonania	K3,		
d) długa	 pozycja	 call	 po	 cenie	 wykonania	 K1,	 dwie	 krótkie	 pozycje	 call	 po	 cenie		
wykonania	K2,	długa	pozycja	call	po	cenie	wykonania	K3.	
8. Przyjmijmy,	 że	 cena	 akcji	 wynosi	 obecnie	 100	 zł.	 Niech	 parametr	 wzrostu	 ce‐	
ny	 pewnej	 akcji	w	 każdym	okresie	wynosi	u	 =	 1,5,	 a	 parametr	 spadku	 ceny	 akcji		
d	=	0,7.	Niech	cena	realizacji	europejskiej	opcji	kupna	wygasającej	po	trzech	okre‐







B.	Jaka	 powinna	 być	 początkowa	 cena	 akcji,	 by	w	przypadku	 hossy	 (zwyżki)	 cena	
akcji	wyniosła	120	zł?	
10. Obecna	cena	akcji	wynosi	S0	=	100	zł,	w	jednym	okresie	cena	akcji	może	wzrosnąć		










a) azjatyckiej	 opcji	 kupna	 akcji	 wygasającej	 w	 chwili	 t	 =	 2	 o	 wypłacie		
	 	
5 ,	
b) opcji	typu	lookback	o	wypłacie	 max 0 3: 	w	chwili	t	=	3,		
c) azjatyckiej	opcji	kupna	o	wypłacie	 4 ,	 	gdzie	 ⋯ ,	wygasają‐
cej	w	chwili	t	=	3.	
13. [E10.12.2012]	 Rozpatrujemy	 instrument	 finansowy	 wypłacający	 w	 chwili	 t	 =	 3	
kwotę	 ,	gdzie	 	 jest	ceną	akcji	w	chwili	t	=	 i,	gdzie	 i	=	0,	1,	2,	3,	natomiast	














































			 3, 4, 5, 6, 7, 8 .
	
		
19. Który	 z	procesów	–	 	 czy	 	 jest	 adaptowany	 (definicja	6.4.2)	do	 filtracji	 ( )		
z	zadania	17?	Który	jest	nieantycypujący	(definicja	7.2.1)?	
0	dla				i	 0	dla				
1	dla			 2, 4, 6, 8
0	dla			 1, 3, 5, 7 	
2	dla			 2, 4, 6, 8
1	dla			 1, 3, 5, 7 	
2	dla			 1, 2, 3, 4
1	dla			 5, 6, 7, 8 	





5	dla			 1, 2, 3, 4








22. Rozważmy	ciąg	niezależnych	zmiennych	 losowych	 	 taki,	 że	 0	 i	 1	






2.	a)	 2 ∙ ∙ ,	b)		 2 ∙ ∙ .	




4.	a)	 √ ,	gdy	k	parzyste,	b)	 , 3 .	














































Definicja	 7.1.1.	 Procesem	 Wienera	 nazywamy	 proces	 stochastyczny	
	: 	 0 	określony	na	przestrzeni	probabilistycznej	(,	F,	P)	spełniają‐
cy	warunki:		
a)	 0 0	z	prawdopodobieństwem	1,	
b)	przyrosty	 procesu	 ,	 ,…,	 	 dla	
0 ⋯ 	są	niezależnymi	zmiennymi	losowymi,	
c)	zmienne	losowe	 	mają	rozkłady	N(0,	t	–	s)	dla	0		s	<	t,	








2.	Dla	 n	 parzystych	 n‐ty	 moment	 zwykły	 dla	 przyrostu	 procesu	
	=	 1 !  ,	(0		s	<	t),	a	dla	n‐nieparzystych	
jest	równy	zeru.	
3. ∙ ,	 ∙ , 	
	 ,  , .	
4.	Zmienna	losowa	 	ma	rozkład	N(0,	t).	
5.	Trajektorie	podstawowej	wersji	procesu	są	ciągłe,	ale	w	żadnym	punkcie	
nie	 są	 różniczkowalne,	 bo	 są	 funkcjami	 o	 nieograniczonym	 wahaniu		
na	 dowolnym	przedziale	 [s,	 t]	 (dla	 0		 s	<	 t).	 Dlatego	 nie	 istnieje	 całka	
Stieltjesa	 	 (więc	 i	 różniczka).	 Trzeba	 ją	 zastąpić	 całką	 (i	 róż‐
niczką)	stochastyczną	(na	przykład	rachunkiem	Itȏ,	patrz	podrozdz.	7.2).	
6.	Trajektorie	są	fraktalami	(krzywymi	samopodobnymi).	Jeśli	dowolną	tra‐
jektorię	pomnożymy	przez	c2	w	kierunku	osi	 czasu	OT	 i	 przez	c	w	kie‐
runku	osi	wartości	procesu,	to	otrzymamy	trajektorię	nieodróżnialną	od	
wyjściowej.	
Przykład	 7.1.1.	 Pokazać,	 że	 proces	 	 jest	 martyngałem	 z	 czasem	
ciągłym	względem	naturalnej	filtracji	(Ft)	procesu	Wienera	 .	
Rozwiązanie. 	 Należy	 wykazać,	 podobnie	 jak	 w	 modelu	 dyskretnym,	 że	




2 ∙ 	0 	
oraz	 | | 		 .	
	
7.2.	Całka	Itȏ	





Definicja	7.2.1.	Niech	 : 0 	będzie	procesem	Wienera	określonym	
na	przestrzeni	probabilistycznej	(,	F,	P)	i	niech	(Ft)	będzie	naturalną	filtra‐
cją	dla	 	.	Dalej,	niech	 	: 	 0 	będzie	 innym	procesem	losowym	
na	 tej	 samej	 przestrzeni,	 nieantycypującym	 (inaczej:	 prognozowalnym,	 tj.	
takim,	 że	 każda	 zmienna	 losowa	 	 jest	 mierzalna	 względem	 ‐algebry	
generowanej	 przez	 (Fs)	 dla	 wszystkich	 s	<	t).	 Weźmy	 dowolny	 przedział	
[a,	b]		[0,	)	 i	 dokonajmy	 jego	 podziału	 punktami	 , , 	 … 	, 	 	 takimi,	 że	
⋯ .	 Rozważmy	 sumy	 częściowe	 ∑ 
.	 Jeśli	 średnice	 podziału	 stają	 się	 coraz	mniejsze	 przy	k			 (czyli	








 , , ,	
a	proces	 	ma	postać	 , .	Wtedy	
	  	 ,
1
2
, , 	 .	
Najprostszymi	przykładami	procesów	Itȏ	są:	arytmetyczny	(dla	 , 	
i	 , 	 )	i	geometryczny	ruch	Browna	(dla	 ,  ∙ 	i	 , 	  ∙ ).	
Własności	tych	procesów	podano	na	przykład	w	pozycji	[21].	
Przykład	7.2.1.	Wyprowadzić	rozwiązanie	równania	ewolucji	cen	akcji,	która	
zmienia	 się	 zgodnie	 z	 równaniem	 ln   ,	 gdzie	 	 oznacza	
stały	dryf	procesu,	a	dodatnia	stała		określa	tempo	zmienności	procesu.	
Rozwiązanie. 	Zapiszmy	równanie	ewolucji	cen	akcji	w	równoważnej	postaci	
	 ∙ 	 ∙ .	
Równanie	to	określa	geometryczny	ruch	Browna.	
Skorzystamy	 z	 lematu	 Itȏ,	 biorąc	 , ln , ,  ∙ 		






























Political	 Economy”	 w	 1973	 roku,	 rynek	 opisują	 dwa	 podstawowe	 równania:	





ln  	 ,	
z	warunkiem	początkowym	 0 .	Rozwiązanie	tego	równania,	
	=	 0 ∙ ,	
odpowiada	kapitalizacji	ciągłej	ze	stałą	stopą	procentową	r	w	okresie	bazowym.	
Zmiany	cen	akcji	określa	stochastyczne	równanie	różniczkowe	
ln 	 	 .	
136	
Lewa	strona	wzoru	 jest	 różniczką	 zmian	 logarytmów	cen,		 oznacza	 stały	
dryf	procesu,	dodatnia	stała		 jest	odchyleniem	standardowym	(miarą	zmien‐
ności	 procesu),	 a	 	 jest	 różniczką	 Itȏ	 względem	 procesu	 Wienera.	 Jak	
przedstawiliśmy	w	 poprzednim	 podrozdziale,	 rozwiązanie	 tego	 równania	ma	
postać	
ln    	 ,	
co	można	zapisać,	równoważnie,	jako	proces	Itȏ	w	postaci	całkowej	
	 	 	
albo	prościej	w	postaci	procesu	 ∶ 	 	 	0 ,	gdzie	
  	 .	
Jest	 to	 równanie	 określające	 geometryczny	 ruch	 Browna,	 w	 którym	 zmienna	
losowa	 	ma	rozkład	 ln  ∙ , ∙ .	
Cenę	instrumentu	pochodnego	f(S,	t)	wystawionego	na	instrument	bazowy,	






Łatwo	 wykazać,	 podstawiając	 wzory	 do	 ostatniego	 równania,	 że	 całkami	
szczególnymi	tego	równania	są	dwie	funkcje:	 , 	(proces	ewolucji	ceny	
akcji)	 oraz	 , 	 (proces	 zmian	 ceny	obligacji,	 traktowanej	 jako	nume‐	
raire).	 W	 pierwszym	 przypadku	 mamy	 0 1 ∙ ∙ 0 ∙ ,	 a	 w	 drugim	
∙ 0 0 ∙ .	Zgodnie	z	teorią	równań	różniczkowych	każde	rozwią‐
zanie	nieosobliwe	jest	funkcją	całek	szczególnych.	
Jeśli	 dodamy	warunki	 brzegowe	 0, 0	 i	 , T K ,	 to	 otrzy‐
mamy	równanie	Blacka–Scholesa	na	wycenę	w	chwili	t	(0		t	<	T)	europejskiej	
opcji	kupna	wystawionej	na	akcję	spółki	niepłacącej	dywidendy	


























0 ∙  0,5 t 			W t ,	
(ii) 0 1,	
(iii) 	jest	zmiennością	procesu	ceny	akcji	i	jest	stale	równe	0,4,	
(iv) dla	t		0	akcja	 	płaci	stopę	dywidendy	 0,04,	kwota	dywidendy	
wynosi	0,04 ∙ 	w	okresie	między	t	a	(t	+	t),	
(v) wyrażenie	 	 oznacza	 dryf	 procesu	 i	 jest	 stale	 równe	 0,08,	 gdzie		
r	oznacza	wolną	od	ryzyka	stopę	procentową,	
(vi) wiadomo,	 że	 zmianę	 procesu	 ceny	 akcji	 opisuje	 równanie	
	 	0,08 ∙ 0,4 ∙ ,	 dla	 t	 	 0,	 tzn.	 krótkoterminowy	
wzrost	ceny	akcji	 jest	proporcjonalny	do	obecnego	poziomu	cen	śred‐
nio	 w	 stosunku	 0,08	 oraz	 zmienność	 ceny	 jest	 proporcjonalna	 do	 jej	
obecnego	poziomu.	
Rozważmy	instrument	pochodny,	który	wypłaca	kwotę	 1 1 ∙ ln 1 	










1 ∙ 0,08 0,5		0,16 		 		W t 		W ,	
, 1 1 ∙ ln 1 , 1  ∙  ∙ 1 	




cena	akcji,	 	 –	 cena	wykonania	opcji,	 	–	cena	europejskiej	opcji	kupna	przy	
cenie	wykonania	 ,	 	–	cena	europejskiej	opcji	sprzedaży	przy	cenie	wykona‐
nia	 ,	 	–	okres	do	wykonania	opcji.	







Rozwiązanie. 	Z	równania	parytetu	mamy	0 ,	czyli	 	
oraz	
∙ 		 .	
Dalej,	 jeśli	zajdą	zmiany	opisane	w	punktach	(i)–(iv),	to	2 2 	∙	 ,	czyli	
	i	 .	Wtedy	
2 ∙ 2 		 2 ∙ ∙ 		 	
2 ∙ ∙ 		 2 ,	
bo	
	 	 	 	
√
	i	







Przykład	7.3.3.	 [E10.12.2012]	Niech	 	będzie	ceną	akcji	w	chwili	 (roku)	 t.	
Akcja	 ta	nie	wypłaca	dywidendy.	 Intensywność	oprocentowania	 r	wynosi	 4%		
w	skali	roku,	a	zmienność	ceny		25%.	Zakładamy	ponadto,	że	proces	ceny	akcji	
dany	jest	wzorem	
∙ 	√ 	 	
dla	t	>	0,	gdzie	zmienna	losowa	Z	ma	rozkład	normalny	standaryzowany	N(0,	1)	
oraz	 0	 dla	 0	 jest	 pewną	 funkcją	 rzeczywistą.	 Rynek	nie	 dopuszcza	
arbitrażu.	Wyznaczyć	cenę,	w	chwili	0,	kontraktu,	który	wypłaca	po	roku	kwotę	
max 0 , 1 	.	
Rozwiązanie. 	Zasadniczo	kontrakt	różni	się	od	opcji	tym,	że	opcji	można	
nie	 wykonać,	 natomiast	 wykonanie	 kontraktu	 jest	 obligatoryjne.	 Zatem	 cena	
kontraktu	 	w	chwili	0	wynosi	
max 0 , 1 max 0 , 1 ∙ , 	∙	 	
max 0 , 1 ∙ 	 max 0 , 0 ∙ 0 ∙ 	 	





Według	 modelu	 BS,	 opisanego	 w	 poprzednim	 podrozdziale,	 wartość	 każdej	
opcji	 zależy	 od	 pięciu	 czynników:	 ceny	wykonania,	 ceny	 instrumentu	 podsta‐
wowego,	długości	okresu	do	terminu	wygaśnięcia,	stopy	wolnej	od	ryzyka	oraz	
zmienności	cen	instrumentu	podstawowego.	Wrażliwość	ceny	opcji	na	zmianę	
któregoś	 czynnika	 opisują	 pochodne	 względem	 tych	 czynników	 (poza	 ceną	
























































    	
Przykład	7.4.1.	 [E08.01.2007]	 Oblicz	 dla	 t	 =	 0	 iloczyn	 parametrów	 greckich	
delta	i	vega	europejskiej	opcji	kupna	w	modelu	Blacka–Scholesa	z	bieżącą	ceną	
akcji	S	 (akcja	nie	wypłaca	dywidendy),	 stopą	wolną	od	 ryzyka	 r,	 zmiennością	
cen	akcji	,	czasem	zapadalności	opcji	T	i	ceną	wykonania	K.	





ności	 akcji	 S(t)	 ma	 wartość		 =	 0,3	 oraz	 parametr	 delta	 opcji	 kupna	 wynosi	
0,5567.	 Wiedząc,	 że	 roczna	 intensywność	 stopy	 wolnej	 od	 ryzyka	 jest	 stała		
i	 równa	 r	 =	 0,04	 (kapitalizacja	 ciągła)	 oraz	 parametr	 dla	 opcji	 kupna	
0,0175,	 zapisz	 wzór	 pozwalający	 wyznaczyć	 cenę	 opcji	 kupna	 w	 chwili		
t	=	0	wystawioną	na	akcję	S(t)	zgodnie	z	modelem	BS.	
Rozwiązanie . 	







jest	wartość	 dwóch	parametrów	greckich	delta	 i	vega	 dla	 tej	 opcji	 sprzedaży,	
mianowicie	0	=	–0,69,	V0	=	14,11.	Oszacować,	o	 ile	 zmieniłaby	się	 cena	opcji	
sprzedaży,	gdyby	cena	akcji	S	nagle	wzrosła	o	1.	
Rozwiązanie. 	Z	warunków	zadania	wynika,	że	



































5. [E17.06.2013]	 Na	 rynku	 Blacka–Scholesa	 w	 chwili	 0	 dostępna	 jest	 opcja	 wyboru	
(chooser	option)	na	akcję	A,	niewypłacająca	dywidendy.	Cena	tej	opcji	w	chwili	0	wy‐
nosi	10	PLN.	Nabywca	opcji	w	chwili	1	ma	prawo	zadecydować,	czy	będzie	to	euro‐





Wskazówka.	Opcja	 wyboru	 jest	 portfelem	 złożonym	 z	 długiej	 opcji	 kupna	 o	 terminie	
wygaśnięcia	T	i	długiej	opcji	sprzedaży	o	terminie	do	chwili	wyboru.	







7. Pokazać,	 że	 następujące	procesy	 są	martyngałami	 z	 czasem	ciągłym	względem	pro‐
cesu	Wienera	 ∶ 	 0 	z	naturalną	filtracją	(Ft):	
a) ∶ 	 0 ,	
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